
Iз iсторiї Харкiвського математичного товариства

Нижеследующая статья по существу является текстом доклада, прочи-
танного мною 14 августа 2006 года в Харькове на конференции, посвященной
100-летию Бориса Яковлевича Левина. При редактировании я добавил список
литературы и несколько подстрочных примечаний. Читатель, интересующий-
ся биографией Б.Я. Левина, может обратиться к статьям в Успехах [I.1]–[I.5]
и предисловию к его лекциям [I.8].

Я благодарен редакции журнала за предоставленную возможность опуб-
ликовать этот текст, Ю.И. Любарскому, приславшему замечания к рукопис-
ному варианту этого текста, и А.Е. Фрынтову, любезно набравшему этот
текст в LATEX и также высказавшему ряд критических замечаний.

М. Содин, Тель-Авив, 28.11.2019.

Борис Яковлевич Левин

1906–1993

В этом году исполняется 100 лет со дня рождения и 13 лет со дня смерти
Бориса Яковлевича Левина, замечательного математика и яркого человека.
Б.Я. (так его называли друзья и коллеги) внес огромный вклад в разви-
тие анализа. Вместе с Наумом Ильичем Ахиезером и Марком Григорьевичем
Крейном, с которыми его связывала многолетняя дружба и научное сотруд-
ничество1, он создал выдающуюся теоретико-функциональную школу, про-
цветавшую на протяжении полувека в Одессе и в Харькове.

1 Воспоминания Б.Я. о М.Г. Крейне были опубликованы [II.5]. Воспоминания Б.Я. о
Н.И. Ахиезере, с которыми он выступал на заседании Харьковского математического об-
щества, к сожалению, не были опубликованы.
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Б.Я. взрастил блестящую плеяду учеников. Среди них: А.П. Артемен-
ко (подготовивший замечательную диссертацию о проблеме продолжения
эрмитово-позитивных функций2 и без вести пропавший во время Второй ми-
ровой войны), М.С. Ливщиц и В.П. Потапов — в Одессе, В.С. Азарин, В.П. Гу-
рарий, М.И. Кадец, В.Э. Кацнельсон, Ю.И. Любич, В.И. Мацаев, В.Д. Миль-
ман, И.В. Островский, Л.И. Ронкин — в Харькове, — вот далеко не полный их
список [I.7]. У нескольких из них Б.Я. не был “официально утвержденным”
научным руководителем, но сами они с полным правом считают себя его уче-
никами, поскольку общение с ним и его идеи оказали глубокое влияние на их
научную деятельность. Многие из учеников Б.Я. со временем изменили круг
своих научных интересов, создали новые направления в анализе. Б.Я. все-
гда интересовался результатами своих учеников, гордился их достижениями
и искренне радовался, видя, как его ученики выбирают “свою колею”.

Широкую известность Б.Я. принесли его классические работы по теории
целых функций и ее применениям. Его монография “Распределение корней
целых функций”, вышедшая в свет в 1956 году и подытожившая результаты
20-летней деятельности Б.Я., быстро стала настольной для многих аналити-
ков, и остается ею несмотря на полувековой возраст. Второе, дополненное
издание было выпущено Американским математическим обществом в 1980
году. На мой взгляд, одна из самых увлекательных и ярких частей моногра-
фии Б.Я. — это семь коротких, глубоких Приложений, помещенных в конце
книги и посвященных разнообразным применениям теории целых функций3.

Его курс лекций “Целые функции”, прочитанный в Московском государ-
ственном университете в 1969 году и изданный в Москве в 1971 году рота-
принтным способом, моментально стал раритетом. В Харькове 70–80-х годов
это издание, напоминавшее по внешнему виду “самиздат”, можно было раз-
добыть лишь на одну–две ночи. В 1996 году Американское математическое
общество издало расширенный вариант этих лекций, по-прежнему пользую-
щийся успехом.

Научные интересы Б.Я. были весьма разнообразны. Помимо теории целых
функций в кругу его интересов постоянно находились спектральная теория,
почти периодические функции, гармонический и функциональный анализ.
В каждой из этих областей Б.Я. принадлежат замечательные достижения.
Но все же большая часть работ Б.Я. посвящена комплексному анализу. Для
него это был мощный и эффективный аппарат, находящий многочисленные и
разнообразные приложения в других областях математики. Продолжая тра-
дицию Винера и Карлемана, Б.Я. находил простые и зачастую неожиданные
применения таким основным принципам комплексного анализа, как теоремы
Фрагмена–Линделёфа и Винера–Пэли, интегральная формула Иенсена. В 40–
50-х годах немногие аналитики владели этой техникой, и Б.Я. сделал очень
многое для ее популяризации. Влияние Б.Я. можно обнаружить в работах
Ахиезера и Крейна, во 2-м и 3-м томах монографии “Обобщенные функции”

2 Его диссертация была опубликована много лет спустя [III.1].
3 Во втором издании было добавлено Приложение VIII с обзором результатов о функ-

циях вполне регулярного роста, полученных после выхода в свет первого издания.
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Гельфанда и Шилова. В своем очерке [III.6], посвященном Линнику, И.А. Иб-
рагимов пишет о том, что в 50-х годах теорема Винера–Пэли была неизвестна
ленинградским аналитикам, и Линнику о ней рассказал Б.Я.

Однажды в разговоре со мной Б.Я. высказал сожаление о том, что непро-
порционально большое число докладов на его семинаре посвящено “внутрен-
ним вопросам” теории целых функций и неванлинновской теории, зачастую
весьма тонким, но оторванным от приложений. Без приложений, считал Б.Я.,
теория целых функций быстро утратит свою роль и зачахнет. Он высоко оце-
нивал теорию гильбертовых пространств целых функций, построенную де
Бранжем в начале 60-х годов, и работы М.В. Келдыша и В.И. Мацаева, в
которых методы теории целых функций применялись к спектральной теории
несамосопряженных операторов.

Сегодня, в начале XXI века, появились новые интересные приложения
теории целых функций. Я упомяну лишь цикл работ4 Бургейна, Гольдштей-
на и Шлага (см., например, [III.15]), посвященный локализации Андерсона
для квазипериодических решетчатых потенциалов, в котором принципиаль-
ную роль играет матричнозначная версия классической леммы А. Kартана
об оценке снизу логарифма модуля полинома.

Возвращаясь к работам самого Б.Я., я хотел бы отметить его талант ви-
деть простыми и ясными вещи, казавшиеся другим математикам сложными
и непреодолимыми. Зачастую после бесед с Б.Я., его докладов, чтения его
работ, возникало недоумение: а в чем, собственно, была трудность, и почему
другие математики не могли ее преодолеть? Казалось, что там, где другие
математики видели крепкую стену, в которой необходимо пробить брешь,
Б.Я. видел открытую дверь. При этом Б.Я. владел искусной аналитической
техникой и по мере необходимости пускал ее в ход.

Начав готовиться к этому докладу, я составил список работ Б.Я., о кото-
рых мне хотелось рассказать, говоря о его творческом наследии. Среди тем,
которым были посвящены эти работы, были:

• целые функции вполне регулярного роста;

• аналитические почти периодические функции;

• теоремы единственности для функций с “редким спектром”;

• почти периодические функции на топологических группах;

• экстремальные свойства целых функций и операторы, сохраняющие нера-
венства;

4 Спустя 13 лет после этого доклада, я добавлю сюда работы Гутмана и Цукамото [III.19]
(см. также [III.20]) и Бургейна и Дятлова [III.16] (см. также [III.22]). Гутман и Цукамото
нашли весьма неожиданное применение теории целых функций экспоненциального типа,
ограниченных на вещественной оси, к классической задаче топологической динамики о по-
гружении динамической системы в гильбертов куб с действующим на нем сдвигом. Бургейн
и Дятлов применили найденную ими фрактальную версию известной теоремы Логвиненко–
Середы к различным задачам квантового хаоса — ноябрь 2019.
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• операторы преобразования, привязанные к ∞ ;

• чебышевские экстремальные задачи и конформные отображения на “гре-
бёнки”;

• круг задач Вимана и Полиа;

• базисы Рисса из экспонент, целые функции типа синуса и интерполяция
целыми функциями экспоненциального типа;

• субгармонические мажоранты и их приложения к теоремам единственно-
сти и полноты.

Составив этот список, я понял, что невозможно рассказать в часовом до-
кладе даже о половине работ из него. Я расскажу лишь о двух работах Б.Я.,
в которых, на мой взгляд, наиболее характерным образом проявилось его
умение находить неожиданнo простые и красивые решения.

1. Интервал единственности для функций с редким спек-
тром [II.3, Приложение II]

Рассмотрим класс F(Λ), Λ ⊂ R, функций на оси, представимых абсолютно
сходящимся рядом экспонент

f(x) =
∑
λ∈Λ

aλe
iλx ,

∑
λ∈Λ

|aλ| <∞ . (1.1)

Обозначим через nΛ(t) = #Λ ∩ [−t, t] и положим

NΛ(r) =

∫ r

0

nΛ(t)

t
dt

(для простоты будем предполагать, что Λ не содержит начала координат).

Теорема 1.1. Если функция f ∈ F(Λ) обращается в нуль на интервале
длины d и

lim inf
r→∞

[
NΛ(r)− d

π
r − log r

]
= −∞ , (1.2)

то f ≡ 0.

Эта теорема является обобщением того факта, что периодическая функ-
ция определяется своими значениями на интервале, длина которого равна пе-
риоду. Заметим, что Б.Я. рассматривает более общие, чем F(Λ), классы почти
периодических функций Степанова, но в этом более общем случае не возника-
ет принципиально новых трудностей5. Для доказательства теоремы 1.1 Б.Я.

5 Б.Я. пишет, что М.Г. Крейн обратил его внимание на связь между спектром функции
и интервалом единственности в 1941 году и указывает на то, что близкие результаты были
получены М.Г. Крейном в связи с теорией продолжения эрмитово-позитивных функций.
По-видимому, работа М.Г. Крейна осталась неопубликованной.
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рассматривает мероморфную функцию

ϕ(w) =
∑
λ∈Λ

aλ
w − λ

с простыми полюсами в точках множества Λ и замечает, что если функция
f обращается в нуль на интервале (−d/2, d/2) (общий случай, очевидно, сво-
дится к этому), то всюду в комплексной плоскости

|ϕ(w)| ≤ M

| Imw|
e−

1
2
d| Imw| , M = sup

R
|f | . (1.3)

В самом деле, если, например, Imw < 0, то

ϕ(w) = i

∫ ∞
0

f(x) e−iwx dx = i

∫ ∞
d/2

f(x) e−iwx dx ,

откуда прямо следует оценка (1.3).
Согласно формуле Иенсена,∫ r

0

n(t, 0)

t
dt−

∫ r

0

n(t,∞)

t
dt =

1

2π

∫ π

−π
log |ϕ(reiθ)|dθ − log |ϕ(0)| .

Здесь n(t, 0) и n(t,∞) — считающие функции нулей и полюсов функции ϕ (и
мы для простоты предполагаем, что ϕ(0) 6= 0). Заметим, что n(t,∞) = nΛ(t).
Пренебрегая нулями функции ϕ и используя оценку (1.3), получаем∫ r

0

nΛ(t)

t
dt ≥ d

r
t+ log r +O(1) ,

что противоречит условию (1.2). Таким образом, ϕ ≡ 0, и тем самым теорема
доказана. 2

Следует отметить, что при существенно более жестком условии

inf{|λ− λ′| : λ 6= λ′} > π

d

на спектр Λ заключение теоремы 1.1 вытекает из неравенства Ингхама [III.21,
теорема 1], утверждающего, что для любой функции f класса F(Λ) справед-
лива оценка ∑

λ∈Λ

|aλ|2 ≤ C(d,Λ)

∫
I
|f |2 ,

где I ⊂ R — произвольный интервал длины 2d.
Далее Б.Я. исследует точность этой теоремы и замечает, что “граничными

функциями” являются ряды вида

f(x) =
∑
λ∈Λ

eiλx

C ′(λ)
, (1.4)
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где C(w) — целая функция экспоненциального типа d с простыми нулями в
точках множества Λ и такая, что 1/C раскладывается в абсолютно сходя-
щийся ряд простых дробей:

1

C(w)
=
∑
λ∈Λ

1

C ′(λ)(w − λ)
,

∑
λ∈Λ

1

|C ′(λ)|
<∞ . (1.5)

Такие функции называются целыми функциями класса Крейна, и они (вме-
сте с некоторыми родственными классами) играют важную роль в описа-
нии структуры неванлинновских матриц, связанных с неопределенными слу-
чаями проблемы моментов [III.2, гл. III, Приложения 11–12] и уравнения
Штурма–Лиувилля на полуоси [III.8], равно как и в задачах весовой полноты
полиномов и целых функций [III.17, теорема 66]. Само же условие∑

λ∈Λ

eiλx

C ′(λ)
= 0 , −d

2
< x <

d

2
,

следует из представления (1.5) и означает, что мера µ =
∑

λ∈Λ
δλ

C′(λ) аннули-
рует систему экспонент {eiλx : −d/2 < x < d/2}.

В случае, когда коэффициенты aλ ряда (1.1) вещественные, Б.Я. доказы-
вает близкую теорему, учитывающую знакоперемены в последовательности
коэффициентов aλ. Для этого он выписывает в порядке возрастания элемен-
ты спектра Λ, лежащие в интервале [−t, t]:

λ−k′ < λ−k′+1 < · · · < λk−1 < λk,

полагает aj = aλj и обозначает через n0(t) число перемен знака в последова-
тельности

a−k′ , a−k′+1, . . . , ak−1, ak .

Б.Я. замечает, что если ajaj+1 > 0, то мероморфная функция ϕ обращается
в нуль на интервале (λj , λj+1), следовательно,

n(t,∞)− n(t, 0) ≤ n0(t) + 1 ,

откуда, снова применяя формулу Иенсена, он заключает, что∫ r

0

n0(t)

t
dt ≥ d

π
r −O(1) , r →∞ .

Затем Б.Я. переносит результат о знакопеременах на функции, предста-
вимые интегралами Фурье вещественнозначных мер ограниченной вариации,
и доказывает теорему, устанавливающую точную оценку снизу для числа
знакоперемен функции, имеющую спектральную лакуну заданного размера.

Эти результаты были получены Б.Я. в начале 40-х годов6 и опубликованы
в Докладах в 1950 году, а затем в [II.3, Приложениe II]. Эта тема нашла

6 См. запись в дневниках А.Н. Колмогорова от 15 октября 1943 года [III.7, стр. 72].
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дальнейшее развитие в недавних работах А.Э. Еременко и Д. Новикова [III.18]
и И.В. Островского и А.М. Улановского [III.25,III.26]7. В этих работах можно
найти дальнейшие ссылки.

2. Операторы, сохраняющие неравенства [II.2], [II.3, гл. IX]

Классическое неравенство С.Н. Бернштейна гласит, что если f — целая
функция экспоненциального типа не выше σ и

|f(x)| ≤M , x ∈ R , (2.1)

то
|f ′(x)| ≤Mσ , x ∈ R . (2.2)

Иными словами, если f — целая функция экспоненциального типа не выше
σ, то неравенство

|f(x)| ≤ |Meiσx| , x ∈ R ,

можно продифференцировать! Известно много доказательств этого фунда-
ментального факта. Подход, о котором пойдет речь ниже, был предложен
Б.Я. в конце 40-х годов.

Начнем с алгебраической леммы, принадлежащей самому С.Н. Бернштей-
ну. Обозначим через H класс полиномов с корнями в полуплоскости {Im z ≤
0} .

Лемма 2.1. Пусть многочлен p удовлетворяет неравенству

|p(x)| ≤ |ω(x)| , x ∈ R ,

где ω — многочлен класса H. Тогда

|p′(x)| ≤ |ω′(x)| , x ∈ R .

Заметим, что по лемме Гаусса корни производных ω′, ω′′, . . . также ле-
жат в замкнутой нижней полуплоскости. Поэтому заключение леммы можно
итерировать:

|p′′(x)| ≤ |ω′′(x)|, . . . , |p(k)(x)| ≤ |ω(k)(x)| , x ∈ R .

Сперва я напомню, как Бернштейн доказывает эту лемму [III.4, гл. 3,
§ 1], а затем расскажу, как это делает Б.Я. Не уменьшая общности, будем
предполагать, что многочлен ω не имеет вещественных корней.

Бернштейн доказывает неравенство |p′(0)| ≤ |ω′(0)| , из которого сразу
же следует и общий случай. Для этого среди всех многочленов p(x) = p0 +
p1x + · · · с фиксированным коэффициентом p1 он ищет тот, для которого
норма supR |p/ω| минимальна. Заметим, что deg p ≤ degω = n (в противном
случае supR |p/ω| = +∞). Не уменьшая общности, можно считать, что p1 —

7 а также в появившихся после 2006 года работах М. Митковского и А. Полторацко-
го [III.23, III.24] и Н.М. Бланк и А.М. Улановского [III.13] — ноябрь 2019.
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вещественное число, и что все коэффициенты экстремального многочлена p̃
тоже вещественны. Бернштейн полагает ω = s+ it, где s и t — вещественные
многочлены, временно фиксирует коэффициент p0, и доказывает, что экстре-
мальный многочлен p̃ имеет вид p̃ = αs + βt, где параметры α и β выбраны
так, что

α s(0) + β t(0) = p0 , α s′(0) + β t′(0) = p1 .

Для доказательства этого утверждения он полагает

f(x) =
α s(x) + β t(x)

|ω(x)|
=
√
α2 + β2 cos(Φ(x)− µ) ,

где Φ(x) = argω(x), µ = arg(α + iβ) . Анализируя “фазу” Φ(x), Бернштейн
проверяет, что при изменении x от −∞ до +∞ функция f(x) достигает своего
максимального значения

√
α2 + β2 с последовательно чередующимися знака-

ми не менее n = degω раз.
Теперь нетрудно проверить, что многочлен p̃ = αs + βt действительно

экстремальный. Предположим, что найдется вещественный многочлен p с
p(0) = p0, p′(0) = p1, такой, что supR |p/ω| < supR |p̃/ω|. Тогда многочлен p−
p̃ степени ≤ n имеет корень кратности не меньше двух в начале координат и,
согласно предыдущему замечанию, меняет знак еще в n точках максималь-
ного уклонения дроби f . Очевидно, что это невозможно.

Осталось вспомнить, что величина p0 в нашем распоряжении. Таким об-
разом, нам осталось минимизировать величину supR |p̃/ω| =

√
α2 + β2 при

условии α s′(0) + β t′() = p1. После простых выкладок получаем

α

s′(0)
=

β

t′(0)
=

p1

(s′(0))2 + (t′(0))2

и √
α2 + β2 =

|p1|
|ω′(0)|

=
|p′(0)|
|ω′(0)|

.

Таким образом, если |p′(0)| = |ω′(0)|, то supR |p/ω| ≥ 1, что эквивалентно
утверждению леммы. 2

Затем Бернштейн распространяет это утверждение на случай целых
функций экспоненциального типа. Это потребовало кропотливых рассужде-
ний при доказательстве теоремы единственности для целых функций, обра-
щающихся в нуль на множестве {x : Φ(x) = kπ + µ , k ∈ Z}, что, в свою оче-
редь, привело к дополнительным ограничениям на мажоранту ω [III.4, гл. 3,
§§9–11]. Впоследствии эти ограничения были сняты Н.И. Ахиезером, с успе-
хом применявшим подход С.Н. Бернштейна к разнообразным экстремальным
задачам [III.3, Дополнения и Задачи, 56–60].

А вот как рассуждает Б.Я., доказывая утверждение, содержащее лем-
му 2.1. Обозначим p∗(z) = p(z̄) и начнем с простой леммы:

Лемма 2.2. Пусть p, ω — многочлены, причем ω ∈ H. Тогда следующие
три условия эквивалентны:
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(a) |p(x)| ≤ |ω(x)| , x ∈ R .

(b) |p(z)| ≤ |ω(z)| , |p∗(z)| ≤ |ω(z)| , Im z ≥ 0 .

(c) λp+ ω ∈ H , |λ| < 1 .

Значение этой леммы состоит в том, что условие мажорации (a) она заме-
няет включением (c). Отметим, что условие (c) можно замкнуть: если много-
член λp+ ω не имеет корней в верхней полуплоскости при всех λ, |λ| < 1, то
при любом λ, |λ| = 1, либо выполнено это же условие, либо λp+ω — нулевой
многочлен.

Доказательство леммы 2.2 совсем простое. Импликация (a) =⇒ (b) сле-
дует из принципа максимума, примененного к функциям p/ω и p∗/ω в верхней
полуплоскости. Обратная импликация (b) =⇒ (a) очевидна. Импликация (b)
=⇒ (c) тоже очевидна.

Чтобы доказать импликацию (c) =⇒ (a), зафиксируем z, Im z > 0, и
заметим, что условие

λ
p(z)

ω(z)
+ 1 6= 0 , |λ| < 1 ,

немедленно влечет, что |p(z)/ω(z)| < 1. Поскольку z была произвольной точ-
кой верхней полуплоскости, мы заключаем, что |p(x)| ≤ |ω(x)|, x ∈ R. 2

Осталось дать подходящее определение.

Определение 2.3. Линейный оператор T , определенный на простран-
стве многочленов, называется допустимым, если он сохраняет класс H .

Немедленно получаем

Следствие 2.4. Пусть многочлен p удовлетворяет неравенству

|p(x)| ≤ |ω(x)| , x ∈ R ,

где ω — многочлен класса H . Тогда для любого допустимого оператора T
справедливо

|(Tp)(x)| ≤ |(Tω)(x)| , x ∈ R .

Примеры допустимых операторов.

(A) По лемме Гаусса операторы
dk

dzk
, k = 1, 2, . . ., являются допустимыми, что

немедленно влечет лемму 2.1.

(B) Нетрудно заметить, что если Q — многочлен с корнями в замкнутой верх-
ней полуплоскости, то оператор Q(d/dz) также является допустимым.

(C) Иной пример допустимых операторов дают “мультипликаторы Полиа–
Шура” Γ = (γk)k≥0, переводящие произвольный многочлен p(z) =∑

k pkz
k с вещественными корнями в многочлен (Γp)(z) =

∑
k γkpkz

k с
вещественными корнями, см. [II.3, гл. VIII, § 3].
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Б.Я. не приводит полного описания допустимых операторов, хотя, по-видимо-
му, его можно извлечь из его результатов (см. [II.3, гл. IX] и предшествующие
заметки в Докладах)8.

Осталось перейти от многочленов к целым функциям. Через P ∗ Б.Я. обо-
значает замыкание многочленов класса H в топологии равномерной сходи-
мости на каждом компакте в C. Многие свойства многочленов класса H бук-
вально переносятся на целые функции класса P ∗. Например, если ω ∈ P ∗, то
при Im z > 0, |ω(z)| ≤ |ω(z̄)|, функция y 7→ |ω(x + iy)| возрастает при y > 0,
функция ω′/ω имеет положительную мнимую часть в верхней полуплоско-
сти, и ω′ тоже принадлежит классу P ∗. Классический результат, по существу
принадлежащий Лагерру и Полиа, утверждает, что ω ∈ P ∗ в том и только
том случае, если

ω(z) = czMe−γz
2+βz

∏
ν

(
1− z

zν

)
e−z/zν ,

где γ ≥ 0, Imβ ≥ 0, Im zν ≥ 0,
∑

ν |zν |−2 < ∞, и
∑

ν | Im(z−1
ν )| < ∞ . Отме-

тим, что функции класса P ∗ играют важную роль в де бранжевской теории
гильбертовых пространств целых функций (в книге [III.17] класс P ∗ назван
классом Полиа и обозначен через P ).

Определение 2.5. Будем говорить, что целая функция ω ∈ P ∗ является
P ∗-мажорантой целой функции f , f ≺ ω, если

|f(z)| ≤ |ω(z)| , |f∗(z)| ≤ |ω(z)| , Im z ≥ 0 , (2.3)

где f∗(z) = f(z̄) .

Определение 2.6. Линейный оператор, определенный на линейной обо-
лочке класса P ∗, называется P ∗-допустимым, если он сохраняет класс P ∗ .

Заметим, что если линейный оператор на пространстве многочленов яв-
ляется допустимым и непрерывным относительно равномерно непрерывной
сходимости многочленов на компактах, то его можно расширить до P ∗-
допустимого оператора.

“Замыкая” вместе с Б.Я. следствие 2.4, получаем следующий результат:

Теорема 2.1. Пусть f ≺ ω, и оператор T является P ∗-допустимым.
Тогда Tf ≺ Tω.

В частности, если f ≺ ω, то и f ′ ≺ ω′.
Некоторым недостатком теоремы 2.1 является тот факт, что условие ма-

жорирования (2.3) приходится проверять во всей комплексной плоскости. По-
этому Б.Я. вводит более узкий класс P , состоящий из целых функций экс-
поненциального (возможно, нулевого) типа, принадлежащих классу P ∗. Ис-
пользуя принцип Фрагмена–Линделёфа, он устанавливает следующие леммы.
Первая из них облегчает проверку условия ω ∈ P :

8 На этом пути описание допустимых операторов было найдено Борсеа и Бранде-
ном [III.14]. Там же были решены несколько других, близких по духу задач — ноябрь
2019.
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Лемма 2.7. Для того, чтобы целая функция ω экспоненциального типа
(возможно, нулевого) принадлежала классу P , необходимо и достаточно,
чтобы ω не имела корней в нижней полуплоскости, и чтобы

lim sup
y→+∞

log |ω(iy)|
y

≤ lim sup
y→+∞

log |ω(−iy)|
y

.

Вторая лемма существенно упрощает проверку мажорации f ≺ ω в слу-
чае, когда мажоранта ω принадлежит классу P :

Лемма 2.8. Целая функция ω ∈ P является мажорантой целой функ-
ции f в том и только том случае, когда выполнены следующие два условия:

(i) |f(x)| ≤ |ω(x)|, x ∈ R;

(ii) экспоненциальный тип функции f не превышает экспоненциальный тип
функции ω.

Благодаря этим двум леммам и обилию класса P -допустимых операторов,
частный случай теoремы 2.1, относящийся к мажорантам класса P , стал в ру-
ках Б.Я. [II.2,II.4] и Н.И. Ахиезера [III.3, Дополнения 56–61, 67–70] эффектив-
ным средством доказательства разнообразных оценок целых функций экспо-
ненциального типа, среди которых отметим обобщение классической теоремы
Картрайт на случай целой функции экспоненциально типа, растущей на ве-
щественной оси и имеющей мажоранту класса P лишь на последовательности
точек.

В совместной работе [II.1] (см. также [III.3, Дополнения 62–66]) Н.И. Ахи-
езер и Б.Я. применили этот подход к (вообще говоря, многозначным) функци-
ям аналитическим в плоскости с разрезами вдоль замкнутого подмножества
E ⊂ R, все точки которого предполагаются регулярными для решения задачи
Дирихле в C\E. При этом роль мажоранты играет функция ωE(z) = e−iθE(z),
где θE — конформное отображение верхней полуплоскости на “гребёнчатую
область”, то есть на верхнюю полуплоскость с вертикальными разрезами,
начинающимися на вещественной оси и идущими вверх. Впоследствии эта
тема развивалась M.Б. Левиным [III.9], нашедшим аналог неравенства Берн-
штейна для граничных значений мероморфных функций в единичном круге,
псевдопродолжимых через граничную окружность.

Oтметим, что параллельно с работами Б.Я. теория мажорант по-своему
развивалась и Н.Н. Мейманом [III.11, III.12], и что Е.А. Горин [III.5] нашел
связь теории мажорант с задачами продолжения эрмитово-позитивных функ-
ций.
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