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Ïóñòü X = fX; dg � ïîëíîå ñåïàðàáåëüíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñò-

âî è � � òàêàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ðåãóëÿðíàÿ áîðåëåâñêàÿ ìåðà íà X ,

÷òî �(X) < 1. Ïóñòü ' = '(t) � ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ ê áåñêîíå÷íîñ-

òè íåïðåðûâíàÿ âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ íà ïîëóîñè [0;1), äëÿ êîòîðîé

'(0) = 0. Ïîëîæèì, B(a; t)
def
= fx 2 X j d(x; a) < tg. Èìååòñÿ ðÿä ðåçóëü-

òàòîâ, èìåíóåìûõ ëåììîé Êàðòàíà, â êîòîðûõ îöåíèâàåòñÿ ìàññèâíîñòü

ìíîæåñòâà òåõ x 2 X , ãäå íàðóøàåòñÿ óñëîâèå

�(B(x; t)) < '(t) ïðè âñåõ t > 0:

Ìû ïðèâåäåì îäèí èç òàêèõ ðåçóëüòàòîâ, êîòîðûé â ñâîå âðåìÿ âîç-

íèê â ñâÿçè ñ èçó÷åíèåì ëåêöèé Á.ß. Ëåâèíà â Ìîñêâå â 1970 ã., è äàäèì

ðÿä ïðèëîæåíèé ê íåêîòîðûì çàäà÷àì êîíå÷íîìåðíîãî è áåñêîíå÷íî-

ìåðíîãî àíàëèçà. Õàðàêòåðíàÿ îñîáåííîñòü íàøåãî ïîäõîäà â òîì, ÷òî

ïàðàìåòðû òèïà ðàçìåðíîñòè íå ôèãóðèðóþò â èñõîäíûõ îöåíêàõ (ïî

êðàéíåé ìåðå, ÿâíî).

Â îñíîâíîì ñòàòüÿ íîñèò îáçîðíûé õàðàêòåð, íî íåêîòîðûå èç ïðè-

âåäåííûõ çäåñü ðåçóëüòàòîâ ðàíüøå íå ïóáëèêîâàëèñü.

Íåõàé X = fX; dg � ïîâíèé ñåïàðàáåëüíèé ìåòðè÷íèé ïðîñòið òà

� � òàêà íåâiä'¹ìíà ðåãóëÿðíà áîðåëåâñüêà ìiðà íà X , ùî �(X) < 1.

Íåõàé ' = '(t) � ñòðîãî çðîñòàþ÷à äî íåñêií÷åííîñòi íåïåðåðâíà äiéñíà

ôóíêöiÿ íà ïiâîñi [0;1), äëÿ ÿêî¨ '(0) = 0. Ïðèïóñòèìî, B(a; t)
def
= fx 2

X j d(x; a) < tg. Iñíó¹ íèçêà ðåçóëüòàòiâ, ùî iìåíóþòüñÿ ëåìîþ Êàðòàíà,

â ÿêèõ äàþòü îöiíêó ìàñèâíîñòi ìíîæèíè òèõ x 2 X , äå ïîðóøó¹òüñÿ

óìîâà

�(B(x; t)) < '(t) ïðè âñiõ t > 0:

Ìè íàâîäèìî îäèí ç òàêèõ ðåçóëüòàòiâ, ÿêèé ñâîãî ÷àñó âèíèê ó çâ'ÿç-

êó ç âèâ÷åííÿì ëåêöié Á.ß. Ëåâiíà â Ìîñêâi ó 1970 ð., òà íàäà¹ìî íèçêó
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çàñòîñóâàíü äî äåÿêèõ çàäà÷ ñêií÷åííîâèìiðíîãî òà íåñêií÷åííîâèìið-

íîãî àíàëiçó. Õàðàêòåðíà îñîáëèâiñòü íàøîãî ïiäõîäó â òîìó, ùî ïàðà-

ìåòðè òèïó ðîçìiðíîñòi íå ôiãóðóþòü ó ïî÷àòêîâèõ îöiíêàõ (ïðèíàéìíi,

ÿâíî).

Â îñíîâíîìó ñòàòòÿ íîñèòü îãëÿäîâèé õàðàêòåð, àëå äåÿêi ç íàâåäå-

íèõ òóò ðåçóëüòàòiâ ðàíiøå íå ïóáëiêóâàëèñÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ëåììà Êàðòàíà, ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, ìåðà.
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Ââåäåíèå

1. Ëåììîé Êàðòàíà èìåíóþò öåëûé ðÿä ïðåäëîæåíèé. Ñàìûì ïîïóëÿð-

íûì ÿâëÿåòñÿ óòâåðæäåíèå îá îöåíêå ñíèçó ìîäóëÿ ïîëèíîìà

f(z) = zn + a1z
n�1 + : : : + an:

Íàèáîëåå àêêóðàòíîé èç èçâåñòíûõ ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ ôîðìà: äëÿ êàæäîãî

h > 0 ñóùåñòâóåò òàêîé íàáîð èç � n äèñêîâ ñ ñóììîé ðàäèóñîâ � 2h, ÷òî
âíå îáúåäèíåíèÿ ýòèõ äèñêîâ log jf(z)j > n log(h=e). Ýòîò ðåçóëüòàò

ñðåäè ïðî÷åãî áûë ïîëó÷åí À. Êàðòàíîì â êîíöå 20-õ ãîäîâ ïðîøëîãî âåêà.

Ð. Áîàñ [1, ñ. 54] îòìå÷àåò, ÷òî íåñêîëüêî ðàíüøå, íî â ìåíåå òî÷íîé ôîðìå

àíàëîãè÷íîå ïðåäëîæåíèå áûëî äîêàçàíî Áóòðó (Pierre Boutroux).

Ïåðâîíà÷àëüíî (ñì., íàïð., [2]) Áîðèñ ßêîâëåâè÷ äàâàë ïðÿìîå (íå î÷åíü

êîðîòêîå) äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà, íî çàòåì, íå îñîáåííî çàáîòÿñü î íåñó-

ùåñòâåííûõ êîíñòàíòàõ, âûâîäèë åãî èç îáùèõ îöåíîê ìåð è ïîòåíöèàëîâ

[3, 4].
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Ýòè îöåíêè ìåð è ïîòåíöèàëîâ òàêæå ÷àñòî íàçûâàþòñÿ ëåììîé Êàðòàíà,

ïðè÷åì, íå òîëüêî â ðàáîòàõ ïî òåîðèè àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé (ñì., íàïð.,

[5, 6]).

2. Â 1970 ãîäó Á.ß. Ëåâèí ïðî÷åë ñïåöêóðñ ïî òåîðèè öåëûõ ôóíêöèé íà

ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîì ôàêóëüòåòå ÌÃÓ. Çàïèñêè ýòèõ ëåêöèé ñîñòàâèëè

íåáîëüøóþ êíèãó [3], èçäàííóþ òèðàæîì 400 ýêç. (ïî öåíå 60 êîï.). Ãîðàç-

äî ïîçæå ðàñøèðåííûé âàðèàíò ýòèõ ëåêöèé ñîñòàâèë êíèãó [4], íàïèñàííóþ

ïðè ó÷àñòèè Þ. Ëþáàðñêîãî, Ì. Ñîäèíà è Â. Òêà÷åíêî. Á.ß. Ëåâèí ïðåä-

ïîëàãàë îäíîâðåìåííîå èçäàíèå ðóññêîãî âàðèàíòà, íî íå óñïåë ðåàëèçîâàòü

ýòîò çàìûñåë.

Îáñòîÿòåëüñòâà ñëîæèëèñü òàê, ÷òî ÿ íå ñìîã ñëóøàòü ëåêöèè 70�ãî ãîäà,

îäíàêî, ê ñ÷àñòüþ, ñòàë îáëàäàòåëåì êíèãè [3] (ñ ìîåãî ýêçåìïëÿðà âñêîðå áû-

ëî ñäåëàíî äåñÿòîê êîïèé), è ñ ýòîãî íà÷àëîñü ìîå çíàêîìñòâî ñ ðàçëè÷íûìè

âàðèàíòàìè ëåììû Êàðòàíà.

Â òå ãîäû Áîðèñ ßêîâëåâè÷ ÷àñòî áûâàë â Ìîñêâå, è ÿ ïåðèîäè÷åñêè îá-

ñóæäàë ñ íèì ýòó òåìó. Ïîìíþ, ÷òî åãî äîêàçàòåëüñòâî îäíîé ïðîìåæóòî÷íîé

ëåììû ÿ íèêàê íå ìîã ïîíÿòü, à îí óòâåðæäàë, ÷òî òàì âñå â ïîðÿäêå. Â ïðèí-

öèïå Áîðèñ ßêîâëåâè÷ áûë ïðàâ, íî äëÿ ïîëíîé ÿñíîñòè ïåðåä íåêîòîðûì

èíòåãðàëîì íàäî áûëî ïîñòàâèòü äðóãîé êîýôôèöèåíò (êîòîðûé â êîíå÷íîì

ñ÷åòå íå èãðàë íèêàêîé ðîëè).

Âñêîðå ÿ çàíÿëñÿ íåðàâåíñòâàìè Áåðíøòåéíà. Ïåðâûé îáçîð íà ýòó òå-

ìó [7] áûë ïðèóðî÷åí ê ñòîëåòèþ Õàðüêîâñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà.

Âñêîðå, ïî ïðåäëîæåíèþ Þ.À. Áðóäíîãî, ÿ ïðî÷åë ñåðèþ ëåêöèé íà ýòó òåìó

â ßðîñëàâñêîì óíèâåðñèòåòå è çàïèñàë èõ [8] (ïàðàëëåëüíî Þ.À. Áðóäíûé

÷èòàë ñïåöêóðñ ïî òåîðèè ïðèáëèæåíèé, è èç áþðîêðàòè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé

îêàçàëîñü áîëåå óäîáíûì âûïóñòèòü çàïèñêè îáîèõ ñïåöêóðñîâ, ñíàáæåííûå

îáîèìè íàøèìè èìåíàìè).

Â ýòîì êóðñå è çàïèñêàõ ÿ ðàññêàçûâàë íå òîëüêî î ñâîèõ ¾ñïåêòðàëüíûõ¿

äîñòèæåíèÿõ, íî è î êëàññè÷åñêîé òåîðèè ìàæîðàíò, íà÷àòîé Ñ.Í. Áåðíøòåé-

íîì è çàâåðøåííîé Á.ß. Ëåâèíûì. Èçëîæåíèå ýòîé òåîðèè â óïîìÿíóòûõ

òåêñòàõ îïèðàëîñü íà ëåììó Êàðòàíà â òåõ åå âàðèàíòàõ, êîòîðûå ñîäåðæà-

ëèñü â ëåêöèÿõ [3]. Â ÷àñòíîñòè, êàê è ó Áîðèñà ßêîâëåâè÷à, êîíñòàíòû ÿâíî

çàâèñåëè îò ïàðàìåòðîâ, íàïðÿìóþ ñâÿçàííûõ ñ ðàçìåðíîñòüþ.

Ïîçæå â ñâÿçè ñ ñîâìåñòíûìè ñ À.Ë. Êîëäîáñêèì çàíÿòèÿìè óðàâíåíèÿìè

â ñâåðòêàõ â áåñêîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ, íåìíîãî èçìåíèâ àêöåíòû,

ìíå óäàëîñü îñâîáîäèòüñÿ îò ýòîé ÿâíîé çàâèñèìîñòè (ðàçìåðíîñòü îêàçàëàñü

òåïåðü ñâÿçàííîé ñ âûáîðîì ìàæîðàíòû). Âïåðâûå â òàêîì âàðèàíòå ëåììà

Êàðòàíà ïîÿâèëàñü â çàìåòêå [9], ãäå âìåñòå ñî ñõåìîé äîêàçàòåëüñòâà çàíÿëà

âñåãî íåñêîëüêî ñòðî÷åê.
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3. Äàëüíåéøèé ïëàí òàêîâ. Ñíà÷àëà ÿ ââåäó âñå íåîáõîäèìûå ïðåäâà-

ðèòåëüíûå ïîíÿòèÿ (â îñíîâíîì, ñëåäóÿ [3]) è äàì ïîëíîå äîêàçàòåëüñòâî

ïðîñòåéøåìó (è îñíîâíîìó) âàðèàíòó àáñòðàêòíîé ëåììû Êàðòàíà. Çàòåì

ïðèâåäó íåñêîëüêî ðàçíîîáðàçíûõ åå ïðèìåíåíèé (ëåììà Êàðòàíà äëÿ ïî-

ëèíîìîâ, îöåíêè ñëàáîãî òèïà, óðàâíåíèÿ â ñâåðòêàõ íà áåñêîíå÷íîìåðíûõ

ïðîñòðàíñòâàõ). Â çàêëþ÷åíèå ÿ ñîâñåì êðàòêî îñòàíîâëþñü íà äðóãèõ âàðè-

àíòàõ è ïðèìåíåíèÿõ.

1. Îñíîâíàÿ òåîðåìà

1. Â ýòîì ðàçäåëå (è, êàê ïðàâèëî, â äàëüíåéøåì) X = fX; dg � ïîëíîå

ñåïàðàáåëüíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Õîòÿ ñâîéñòâà ïîëíîòû è ñåïàðà-

áåëüíîñòè íå âñåãäà èñïîëüçóþòñÿ, íàëè÷èå ýòèõ ñâîéñòâ, êàê èçâåñòíî, çà-

ìåòíî óïðîùàåò çàäà÷ó, êîãäà ðå÷ü èäåò î áîðåëåâñêèõ ìåðàõ.

Ïðè a 2 X è t � 0 ïîëîæèì

B(a; t)
def
= fx 2 X j d(a; x) < tg:

Ïðè t = 0 ýòî ìíîæåñòâî ïóñòî, à ïðè t > 0� îòêðûòûé øàð ðàäèóñà t ñ

öåíòðîì â òî÷êå a. Çàìûêàíèå ýòîãî ìíîæåñòâà îáîçíà÷àåòñÿ B(a; t). Äàëåå,
åñëè â îïðåäåëåíèè (îòêðûòîãî) øàðà çàìåíèòü ñòðîãîå íåðàâåíñòâî íåñòðî-

ãèì d(a; x) � t, òî âîçíèêàþùåå ìíîæåñòâî îáîçíà÷àåòñÿ bB(a; t) è íàçûâàåòñÿ
çàìêíóòûì øàðîì.

ßñíî, ÷òî B � B � bB, ïðè÷åì â îáùåì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå òàêèå

òðè ìíîæåñòâà ìîãóò îêàçàòüñÿ êàê ñîâïàäàþùèìè, òàê è ïîïàðíî ðàçëè÷-

íûìè.

Ôèêñèðóåì íåêîòîðûé ãîìåîìîðôèçì ' : [0;1) ! [0;1), êîòîðûé áóäåì

íàçûâàòü ìàæîðàíòîé.

Â ýòîì ðàçäåëå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü íåîòðèöàòåëüíûå êîíå÷íûå ðåãó-

ëÿðíûå áîðåëåâñêèå ìåðû � íà X (êîíå÷íîñòü ìåðû îçíà÷àåò, ÷òî �(X) <1).

Òî÷êó x 2 X áóäåì íàçûâàòü ïðàâèëüíîé, åñëè

�(B(x; t)) < '(t) ïðè âñåõ t > 0:

Äëÿ êàæäîé òî÷êè x 2 X ïîëîæèì

�(x)
def
= supft � 0 j �(B(x; t)) � '(t)g:

Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå êîððåêòíî è ÷òî x� ïðàâèëüíàÿ òî÷êà

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà �(x) = 0.
Ïðè ôèêñèðîâàííîì x 2 X ïîëîæèì gx(t) = �(B(x; t)). Ôóíêöèÿ gx ìî-

íîòîííà è íåïðåðûâíà ñëåâà. Ïîýòîìó ìû ìîæåì ïîñòðîèòü ìåðó �x Ëåáå-

ãà � Ñòèëòüåñà, ïîëàãàÿ íà ñòðåëêàõ �x([�; �)) = gx(�)� gx(�). Ïðèíöèï Êà-

âàëüåðè ïîçâîëÿåò óòâåðæäàòü, ÷òî â äîñòàòî÷íî øèðîêîì êëàññå ôóíêöèé
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K = K(t) èìååò ìåñòî òîæäåñòâî

Z
X

K(d(x; y))�(dy) =

1Z
0

K(t) dgx(t); (1)

êîòîðîå ñëóæèò îäíèì èç îñíîâíûõ ïîâîäîâ äëÿ ñëåäóþùèõ íèæå ïîñòðîåíèé.

Çàìåòèì, êñòàòè, ÷òî gx(t+ 0) = �(bB(x; t)).

2. Ñëåäóþùàÿ ëåììà ëåãêî âûòåêàåò èç îïðåäåëåíèé (çäåñü è íèæå ñîõðà-

íåíû ââåäåííûå âûøå îáîçíà÷åíèÿ).

Ëåììà 1. Åñëè s = �(x), òî �(B(x; s)) = '(s). Êðîìå òîãî, ôóíêöèÿ gx
íåïðåðûâíà â òî÷êå s.

Òåïåðü ìû ïåðåõîäèì ê îäíîìó èç îñíîâíûõ ôàêòîâ.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü 0 <  < 1=2. Ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

îòêðûòûõ øàðîâ fB(xk; tk)g, ÷òî
P

k
'(tk) < �(X) è âíå îáúåäèíåíèÿ ýòèõ

øàðîâ âñå òî÷êè ÿâëÿþòñÿ ïðàâèëüíûìè. Êðîìå òîãî, åñëè íîñèòåëü ìåðû

� ñîäåðæèò � m òî÷åê, òî è óêàçàííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü øàðîâ ìîæíî

ñ÷èòàòü ñîñòîÿùåé èç �m ÷ëåíîâ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê  < 1=2, òî ïðè ïîäõîäÿùèõ � < 1 è

� > 2 áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî  = �=�.

Î÷åâèäíî, ÷òî �(x) � '�1(�(X)) ïðè âñåõ x 2 X. Ïîëîæèì

s1 = sup
X

�(x):

Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî s1 > 0 (èíà÷å íåïðàâèëüíûõ òî÷åê íåò), è â ýòîì ñëó÷àå

íàéäåòñÿ òàêàÿ òî÷êà x1 2 X, ÷òî �(x1) > �s1. Ïîëîæèì t1 = �s1. Ïåðâûé

øàð êîíñòðóèðóåìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè � ýòî øàð B1 = B(x1; t1).
Ïóñòü X1 = X è X2 = X1 n B1. Ïîëîæèì

s2 = sup
X2

�(x):

Çàìåòèì, ÷òî s2 � s1. Åñëè s2 = 0, òî èñêîìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñâîäèòñÿ

ê øàðó B1. Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî s2 > 0, à òîãäà íàéäåòñÿ òàêàÿ

òî÷êà x2, ÷òî �(x2) > �s2, è, ïîëàãàÿ t2 = �s2, ìû ïîëó÷èì âòîðîé øàð

B2 = B(x2; t2) êîíñòðóèðóåìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Ñëåäóþùèé øàã íà÷èíàåòñÿ ñ ïåðåõîäà ê X3 = X2 n B2, è ò.ä. ßñíî, ÷òî

ïðîöåññ çàâåäîìî îáîðâåòñÿ íå ïîçæåm�ãî øàãà, åñëè íîñèòåëü ìåðû � ñîäåð-

æèò � m òî÷åê. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîëó÷èì áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü øàðîâ. Â ëþáîì ñëó÷àå íàì íàäî îöåíèòü '-ñóììó. Êðîìå òîãî, åñëè
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ïðîöåññ íå îáðûâàåòñÿ, íåîáõîäèìî óáåäèòüñÿ, ÷òî âíå îáúåäèíåíèÿ ïîëó÷åí-

íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè øàðîâ âñå òî÷êè ïðàâèëüíûå.

Åñëè i < k, òî B(xi; si) \ B(xk; sk) = ?. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ýòî ïåðåñå-

÷åíèå íå ïóñòî, òî

d(xi; xk) � si + sk � 2si

(ïîòîìó ÷òî i < k, à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fskg ìîíîòîííî íå âîçðàñòàåò). Âìå-

ñòå ñ òåì, d(xi; xk) � ti = �si > 2si. Ïîýòîìó óêàçàííûå øàðû íå èìåþò

îáùèõ òî÷åê.

Î÷åâèäíî, ÷òî

si � �(xi) > �si = ti:

Òàêèì îáðàçîì,X
k

'(tk) <
X
k

'(�(xk)) (' âîçðàñòàåò)

=
X
k

�(B(xk; �(xk))) (ïî ëåììå 1)

� �(X) (øàðû íå ïåðåñåêàþòñÿ).

Èç ñõîäèìîñòè ðÿäà âûòåêàåò, ÷òî '(tk)! 0 ïðè k !1, à òîãäà è tk ! 0.
Ïîýòîìó sk ! 0, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî âíå ïîñòðîåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

øàðîâ âñå òî÷êè ïðàâèëüíûå. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ç à ì å ÷ à í è å. Åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî êîíñòàíòó  â òåî-

ðåìå 1 ìîæíî çàìåíèòü íà 1=2 (ñ îäíîâðåìåííîé çàìåíîé êàêèõ-òî ñòðîãèõ

íåðàâåíñòâ íà íåñòðîãèå). Ýòî íå ñëîæíî ñäåëàòü, åñëè ðå÷ü èäåò î êîíå÷íî-

ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå X è ìåðå � ñ êîíå÷íûì íîñèòåëåì. ß íå

çíàþ, âîçìîæíà ëè ïîäîáíàÿ çàìåíà â îáùåì ñëó÷àå. Ñëåäóþùèé ïðèìåð

ïîêàçûâàåò, ÷òî äîïóñòèìîå  íåïðåìåííî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ  < 2=3.

Â êà÷åñòâå X ìû ðàññìîòðèì ãðàíèöó ïðàâèëüíîãî øåñòèóãîëüíèêà íà

êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ e2�im=6; 0 � m � 5. Íà X

ðàññìàòðèâàåòñÿ âíóòðåííÿÿ ìåòðèêà (âäîëü êîíòóðà). Íà êàæäîì èç ðåáåð

îïðåäåëåíà åñòåñòâåííàÿ ìåðà Ëåáåãà, è ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç �1 ìåðó íà X,

¾ñîñòàâëåííóþ¿ èç ýòèõ, òàê ÷òî �1(X) = 6.
Íà êîíòóðå X ðàññìîòðèì ìåðó �, ñîñðåäîòî÷åííóþ â òî÷êàõ �1, ïðè÷åì

�(f�1g) = 1. Òîãäà �(X) = 2.
Íàêîíåö, ïóñòü '(t) = t. Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðàâèëüíûìè òî÷êàìè

áóäóò òîëüêî âåðøèíû øåñòèóãîëüíèêà, îòëè÷íûå îò �1. Ïîýòîìó ñèñòåìà

fB(xk; tk)g äîëæíà ïîêðûâàòü âåñü øåñòèóãîëüíèê, çà èñêëþ÷åíèåì, áûòü

ìîæåò, ÷åòûðåõ óêàçàííûõ âåðøèí. Ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî tk � 3 ïðè
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âñåõ k (èíà÷å õâàòèëî áû îäíîãî øàðà, è ýòîò ñëó÷àé ïðîùå îñòàëüíûõ). Òîã-

äà �1(B(xk; tk)) = 2tk, è âûõîäèò, ÷òî
P

k
tk � 3. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè òåî-

ðåìà 1 âûïîëíÿåòñÿ ñ íåêîòîðûì , òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî 
P

k
tk < 2,

òàê ÷òî  < 2=3.

2. Êîíå÷íîìåðíûå ïðèëîæåíèÿ

1. Ìû íà÷íåì ñ òåîðåìû Õàðäè � Ëèòòëâóäà � Âèíåðà î ìàêñèìàëüíîé

ôóíêöèè è îöåíêå ñëàáîãî òèïà, ïîñêîëüêó ýòîò ðåçóëüòàò â îáõîä òîíêèõ

òåîðåì î ïîêðûòèÿõ ïîëó÷àåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî èç òåîðåìû 1. Çàìåòèì, ÷òî

ñ äåòàëüíîãî îáñóæäåíèÿ ìàêñèìàëüíûõ ôóíêöèé íà÷èíàåòñÿ êëàññè÷åñêàÿ

êíèãà [10], â êîòîðîé ¾îñíîâíàÿ òåîðåìà¿ âûâîäèòñÿ èç ëåììû Âèòàëè î ïî-

êðûòèÿõ.

Â ýòîì ïóíêòå ìû ðàññìàòðèâàåì ñòàíäàðòíîå R
n ñ îáû÷íîé íîðìîé.

×åðåç �n áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ íîðìèðîâàííàÿ ìåðà Ëåáåãà â Rn .

Â äàëüíåéøåì (÷òîáû íå îòâëåêàòüñÿ íà íåñóùåñòâåííûå äåòàëè) ôèêñè-

ðóåì íåêîòîðóþ ôóíêöèþ f 2 L1(Rn). Êëàññè÷åñêàÿ òåîðåìà Ëåáåãà óñòàíàâ-
ëèâàåò, ÷òî ñîîòíîøåíèå

lim
t!0

1

�n(B(x; t))

Z
B(x;t)

f(y) dy = f(x) (2)

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ �n-ïî÷òè âñåõ x 2 R
n .

Ìàêñèìàëüíàÿ ôóíêöèÿ Mf ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå ãðóáîé çàìåíû ëå-

âîé ÷àñòè â (2):

(Mf)(x)
def
= sup

t>0

1

�n(B(x; t))

Z
B(x;t)

jf(y)j dy:

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà Õàðäè � Ëèòòëâóäà � Âèíåðà ñðåäè ïðî÷åãî äîâîëü-

íî áûñòðî ïðèâîäèò ê òåîðåìå Ëåáåãà.

Òåîðåìà 2. Äëÿ êàæäîãî � > 0

�n(fx 2 R
n j (Mf)(x) � �g) �

A

�

Z
Rn

jf(y)j dy; (3)

ãäå ìîæíî âçÿòü A = 2n.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî f(y) � 0 ïðè âñåõ y.

Îïðåäåëèì ìåðó � ðàâåíñòâîì

�(E) =

Z
E

f(y) dy:
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Òî÷êè x, â êîòîðûõ óñëîâèå (Mf)(x) � � âûïîëíÿåòñÿ, ñîñòàâëÿþò ìíî-

æåñòâî, äîïîëíèòåëüíîå ê ìíîæåñòâó '�ïðàâèëüíûõ òî÷åê, ãäå '(t) = �vnt
n;

çäåñü vn � îáúåì åäèíè÷íîãî øàðà. Ïóñòü  2 (0; 1=2). Ïî òåîðåìå 1, ñîâî-

êóïíîñòü íåïðàâèëüíûõ òî÷åê ïîêðûâàåòñÿ ñèñòåìîé øàðîâ fB(xk; tk)g, äëÿ
êîòîðûõ

�vn
n
X
k

tnk <

Z
Rn

f(y) dy;

îòêóäà íåðàâåíñòâî (3) ïîëó÷àåòñÿ ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì  ! 1=2. Òåîðåìà
äîêàçàíà.

Ç à ì å ÷ à í è å. Õîòÿ ýòî íå ñóùåñòâåííî, îòìåòèì âñå-òàêè, ÷òî ëåììà

Âèòàëè ïðèâîäèò ê êîíñòàíòå 5n âìåñòî 2n.

2. Íà÷èíàÿ ñ ýòîãî ìåñòà ìû íàðÿäó ñ d(x; y) áóäåì ïèñàòü jx�yj (êàê åñëè

áû ðå÷ü øëà î êîìïëåêñíûõ ÷èñëàõ). Òàêàÿ çàïèñü äåëàåò ìíîãèå ôîðìóëû

áîëåå âûðàçèòåëüíûìè è, êðîìå òîãî, îïðàâäàíà âîçìîæíîñòüþ ïîãðóçèòü

ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî â íîðìèðîâàííîå.

Â ýòîì ïóíêòå ìû ðàññìîòðèì ëîãàðèôìè÷åñêèé ïîòåíöèàë

u(x) =

Z
X

log
1

jx� yj
�(dy): (4)

Òåîðåìà 3. Ïóñòü  2 (0; 1=2) è h > 0. Ñóùåñòâóåò òàêàÿ ñèñòåìà

øàðîâ fB(xk; tk)g, ÷òî 
P

k
tk < h è u(x) < ��(X) log(h=e) âíå ýòèõ øàðîâ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èñïîëüçóåì òåîðåìó 1 c '(t) = ct, ãäå ch = �(X).
Íåîáõîäèìàÿ îöåíêà ñóììû ðàäèóñîâ óäàëÿåìûõ øàðîâ î÷åâèäíà.

Ê ïîòåíöèàëó (4) â ïðàâèëüíûõ òî÷êàõ ïðèìåíèì ôîðìóëó (1), ïðè÷åì

âîçíèêàþùèé èíòåãðàë ïî ïðîìåæóòêó [0;1) ðàçîáüåì íà äâà ñëàãàåìûõ:

ïî ïðîìåæóòêó [0; h) è äîïîëíèòåëüíîìó. Äëÿ âòîðîãî ñëàãàåìîãî, èñïîëüçóÿ
ìîíîòîííîñòü ëîãàðèôìà, ïîëó÷àåì

1Z
h

log(1=t) dgx(t) � �(log h)[�(X) � gx(h)]:

Äëÿ ïåðâîãî ñëàãàåìîãî, èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì è èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî

gx(t) < ct, ïîëó÷àåì

hZ
0

log(1=t) dgx(t) < �(log h)gx(h) + ch:
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Åñëè ñîâìåñòèòü ýòè îöåíêè, òî ïîëó÷èì èñêîìîå íåðàâåíñòâî. Òåîðåìà

äîêàçàíà.

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 3 ê ìåðå ñ êîíå÷íûì íîñèòåëåì, ìû ïîëó÷èì íåðà-

âåíñòâî, èç êîòîðîãî ëåãêî âûâîäèòñÿ êëàññè÷åñêàÿ ëåììà Êàðòàíà äëÿ ïî-

ëèíîìîâ.

Åùå ïðîùå ïîëó÷àþòñÿ îöåíêè ïîòåíöèàëîâ Ðèññà èç [6], ïîñêîëüêó âìå-

ñòî ëîãàðèôìà òåïåðü ïðèõîäèòñÿ èìåòü äåëî ñî ñòåïåííûìè ôóíêöèÿìè íà

ïîëóîñè, ñîõðàíÿþùèìè çíàê.

3. Êëàññè÷åñêàÿ òåîðåìà Âåéåðøòðàññà î ïðèáëèæåíèè íåïðåðûâíûõ íà

îòðåçêå ôóíêöèé ïîëèíîìàìè èìååò ìíîãî÷èñëåííûå äîêàçàòåëüñòâà è îáîá-

ùåíèÿ. Ïîæàëóé, îäíèì èç íàèáîëåå èíòåðåñíûõ è ïðîñòûõ (íî äàëåêî íå

òðèâèàëüíûõ) ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà Ì.À. Ëàâðåíòüåâà î ðàâíîìåðíîé àïïðîêñè-

ìàöèè âñåõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà êîìïàêòå E � C ñóæåíèÿìè íà E ïî-

ëèíîìîâ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç P (E) çàìûêàíèå â C(E) (ñ sup-íîðìîé ïî E) ñîâîêóï-

íîñòü (ñóæåíèé) âñåõ ïîëèíîìîâ îò z = x1 + ix2. Èç ïðèíöèïà ìàêñèìóìà

ìîäóëÿ äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé âûòåêàåò, ÷òî åñëè P (E) = C(E), òî (a)
êîìïàêò E íå èìååò âíóòðåííèõ òî÷åê è (b) ìíîæåñòâî C nE ñâÿçíî. Òåîðåìà

Ëàâðåíòüåâà óñòàíàâëèâàåò, ÷òî âåðíî è îáðàòíîå.

Ìû íàìåòèì ñõåìó (óâû, íå î÷åíü êîðîòêîãî) äîêàçàòåëüñòâà, êîòîðîå

èñïîëüçóåò òåîðåìó 1. Äåòàëè äîêàçàòåëüñòâà (â òîì, ÷òî êàñàåòñÿ ïåðåõîäà îò

âåùåñòâåííûõ ìåð ê îáùèì) ìîæíî âîññòàíîâèòü ïî [11, ãë. 2, ï. 8]. Çàìåòèì,

îäíàêî, ÷òî ïðèâëå÷åíèå òåîðåìû 1 äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Ëàâðåíòüåâà

îáû÷íî íå èñïîëüçóåòñÿ, à èñïîëüçóåòñÿ çàäà÷à Äèðèõëå.

Â ñèëó òåîðåìû Õàíà � Áàíàõà è òåîðåìû Ðèññà äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü,

÷òî, êðîìå íóëåâîé, íåò ìåð, ñîñðåäîòî÷åííûõ íà E è îðòîãîíàëüíûõ ê P (E).
Åñëè � � íåêîòîðàÿ ìåðà, ñîñðåäîòî÷åííàÿ íà E, òî åå ïðåîáðàçîâàíèåì Êîøè

íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ

N(�) =

ZZ
E

�(dx)

z � �
;

ãäå dx = dx1dx2. Èç òåîðåìû Ôóáèíè âûòåêàåò, ÷òî èíòåãðàë, ïðåäñòàâëÿ-

þùèé ïðåîáðàçîâàíèå Êîøè, ñõîäèòñÿ �2-ïî÷òè âñþäó* è N(�) � ëîêàëüíî-

ñóììèðóåìàÿ ôóíêöèÿ. Åñòü ìíîãî ñïîñîáîâ äîêàçàòü, ÷òî èç ðàâåíñòâà

N(�) = 0 ï.â. âûòåêàåò � = 0.
Åñëè ìåðà � îðòîãîíàëüíà ê P (E), òî ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî N(�) = 0 ïðè

� =2 E. Ïîýòîìó äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Ëàâðåíòüåâà äîñòàòî÷íî óñòà-

íîâèòü, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (a) è (b) íóëåâîå çíà÷åíèå ¾ïî íåïðå-

ðûâíîñòè¿ ðàñïðîñòðàíèòñÿ íà (ïî÷òè âñå) E.

*Êñòàòè, ýòî òîæå ìîæíî âûâåñòè èç òåîðåìû 1, èñïîëüçóÿ ìàæîðàíòû '(t) = ct
2.
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Âåñüìà îáùèå ñîîáðàæåíèÿ ïîçâîëÿþò îãðàíè÷èòüñÿ âåùåñòâåííûìè ìå-

ðàìè �, îðòîãîíàëüíûìè ê P (E), è âìåñòî ïðåîáðàçîâàíèÿ Êîøè ðàññìîòðåòü
ëîãàðèôìè÷åñêèé ïîòåíöèàë

L(�) =

ZZ
E

log jz � �j �(dx):

Ñíîâà L(�) = 0 âíå E. Ïðåèìóùåñòâî ðàññìîòðåíèÿ L âìåñòî N ñîñòîèò

â òîì, ÷òî ëîãàðèôìè÷åñêàÿ îñîáåííîñòü ñëàáåå.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ a > 0 è b > 0 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñò-

âî �2(F ) > b, ãäå F � êîìïàêò, ñîäåðæàùèéñÿ â fz j L(�) > ag (ðàçóìååòñÿ,

èíòåãðàë ïðåäïîëàãàåòñÿ ¾àáñîëþòíî ñõîäÿùèìñÿ¿ ), è ïîêàæåì, ÷òî ýòî ïðè-

âîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ (ñ óñëîâèÿìè (a) è (b)). Ïóñòü p1 : C ! R � ïðîåêöèÿ

íà îñü x1 è F1 = p1(F ). Ïî òåîðåìå Ôóáèíè, �1(F1) > 0.
Ïóñòü � = j�j� âàðèàöèÿ ìåðû �. Ïîëîæèì '(t) = ct (âåëè÷èíîé êîí-

ñòàíòû c ìû ðàñïîðÿäèìñÿ ÷óòü íèæå), è ïóñòü fB(zk; tk)g� ñèñòåìà äèñêîâ,

ïîêðûâàþùèõ âñå '-íåïðàâèëüíûå òî÷êè ïî îòíîøåíèþ ê ìåðå � (è íåêîòî-

ðîìó  2 (0; 1=2)). Êîíñòàíòà c âûáèðàåòñÿ èç óñëîâèÿ �(E)=c < �1(F1).
Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî íà ìíîæåñòâå C nGc , ãäå Gc =

S
k
B(zk; tk), ôóíêöèÿ

L(�) íåïðåðûâíà.
Òàê êàê F1 � ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíîé ìåðû, òî ó íåãî åñòü òî÷êè ïëîò-

íîñòè. Äëÿ íàñ âàæíî, ÷òî îíî ñîäåðæèò ïðåäåëüíóþ òî÷êó, êîòîðóþ îáîçíà-

÷èì �0.

Íà ïðÿìîé p�1
1 (f�0g) ôóíêöèÿ L(�) íåïðåðûâíà. Êðîìå òîãî, íà ýòîé ïðÿ-

ìîé åñòü òàêàÿ òî÷êà �0, ÷òî L(�0) > a. Ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåòñÿ òàêîé îòðå-

çîê �0 = [�0; �0] � p�1
1 (�0), ÷òî L(�) > a âî âñåõ òî÷êàõ ýòîãî îòðåçêà.

Èñïîëüçóÿ òîò ôàêò, ÷òî �0 � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà (ñì. âûøå), ðàññìîòðèì

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ òî÷åê �m ! �0 ñ àíàëîãè÷íûìè ïðî-

îáðàçàìè îòíîñèòåëüíî ïðîåêöèè íà îñü. Ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî âî âñåõ òî÷-

êàõ îáúåäèíåíèÿ
S

�m ñîîòâåòñòâóþùèõ îòðåçêîâ, êîíöû êîòîðûõ ñõîäÿòñÿ

ê êîíöàì îòðåçêà �0, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî L(�) > a.

Òåïåðü ìû óâåëè÷èì c äëÿ òîãî, ÷òîáû èìåòü �(E)=c < j� � �j=2, è
àíàëîãè÷íî ïðîâåäåì ãîðèçîíòàëüíûå ïðÿìûå, ïåðåñåêàþùèå �0. Â ðåçóëü-

òàòå îáðàçóþòñÿ óçêèå ïðÿìîóãîëüíèêè, ãðàíèöû êîòîðûõ ñîäåðæàòñÿ

â E. Îäíàêî ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî ïðÿìîóãîëüíèêà ïðîòèâîðå÷èò ñîâîêóï-

íîñòè óñëîâèé (a) è (b). Èñòî÷íèê ïðîòèâîðå÷èÿ � îòðèöàíèå òîãî ôàêòà, ÷òî

L(�) = 0 ï.â.
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3. Áåñêîíå÷íîìåðíîå ïðèëîæåíèå

1. Ìû íà÷íåì ñ äâóõ çàìå÷àíèé.

Ïóñòü �� êîíå÷íàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ áîðåëåâñêàÿ ìåðà â R
n . Èç òåîðå-

ìû Ôóáèíè âûòåêàåò, ÷òî ïðè � < n äëÿ �n�ïî÷òè âñåõ a 2 R
n ñóùåñòâóåò

ïîòåíöèàë

u(a) =

Z
Rn

�(dx)

jx� aj�
�

Îöåíêà äîïóñòèìûõ � ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé. Ïîýòîìó äîïóñòèìàÿ ñèíãóëÿð-

íîñòü òåì âûøå, ÷åì áîëüøå n, è ýòî íàâîäèò íà ìûñëü, ÷òî ïðè çàìåíå Rn áåñ-

êîíå÷íîìåðíûì áàíàõîâûì ïðîñòðàíñòâîì X ïðè áîëüøèíñòâå òî÷åê a 2 X

ïîòåíöèàë áóäåò ñóùåñòâîâàòü ïðè ëþáîé ñèíãóëÿðíîñòè. Îäíàêî êîíåö ýòîé

äåêëàðàöèè ïî ðÿäó ïðè÷èí íå î÷åíü ÿñåí. Îñíîâíàÿ ïðè÷èíà � îòñóòñòâèå

åñòåñòâåííîãî àíàëîãà ìåðû Ëåáåãà. Ïîýòîìó ïðîâàëèâàåòñÿ íå òîëüêî ðàñ-

ñóæäåíèå, ñâÿçàííîå ñ òåîðåìîé Ôóáèíè, íî è çàÿâëåíèå î ¾áîëüøèíñòâå¿.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èçâåñòíî (ñì., íàïð., [12, ñ. 18]) çàìå÷àíèå Óëàìà: íîñè-

òåëü êîíå÷íîé ìåðû â ïîëíîì ñåïàðàáåëüíîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå åñòü

îáúåäèíåíèå íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîãî ñåìåéñòâà êîìïàêòîâ. Â êîíå÷íîìåðíîì

ïðîñòðàíñòâå ýòî íè÷åãî íå ãîâîðèò î ìàññèâíîñòè äîïîëíåíèÿ ê íîñèòåëþ,

òîãäà êàê â áåñêîíå÷íîìåðíîì áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå ãîâîðèò ìíîãîå: â òà-

êîì ïðîñòðàíñòâå äîëæíî ñóùåñòâîâàòü ìíîãî òî÷åê, âáëèçè êîòîðûõ ìàññà

(ìåðà) î÷åíü ìàëà.

Òåîðåìà 1 ïîçâîëÿåò ïðèäàòü òî÷íûé êîëè÷åñòâåííûé ñìûñë ýòèì íàìå-

êàì.

2. Ìû ðàññìîòðèì ñèòóàöèþ, ïðîìåæóòî÷íóþ ìåæäó áàíàõîâûìè è îá-

ùèìè ìåòðè÷åñêèìè ïðîñòðàíñòâàìè.

Ïóñòü X � àáåëåâà ãðóïïà. Ìû áóäåì íàçûâàòü X íîðìèðîâàííîé ãðóï-

ïîé, åñëè íà X îòìå÷åíà ôóíêöèÿ x! jxj ñî çíà÷åíèÿìè â R+ , äëÿ êîòîðîé

j � xj = jxj; jx + yj � jxj + jyj äëÿ âñåõ x; y 2 X è jxj = 0 òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà x = 0 (íóëåâîé ýëåìåíò ãðóïïû). Ñîãëàñíî òåîðåìå Áèðêãîôà �

Êàêóòàíè (ñì., íàïð., [13]) êàæäàÿ ìåòðèçóåìàÿ ãðóïïà äîïóñêàåò íîðìèðîâ-

êó. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ÿñíî, ÷òî d(x; y)
def
= jx� yj åñòü ìåòðèêà.

Ìû áóäåì ñ÷èòàòü òàêóþ ìåòðèêó ôèêñèðîâàííîé. Êðîìå òîãî, êàê îáû÷-

íî, áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî îòíîñèòåëüíî ýòîé ìåòðèêè X ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì

ñåïàðàáåëüíûì ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì.

Ãðóïïà X íàçûâàåòñÿ òèïè÷íî áåñêîíå÷íîìåðíîé, åñëè â X íåò (êðîìå

ïóñòîãî) îòêðûòûõ ìíîæåñòâ ñ êîìïàêòíûì çàìûêàíèåì. Ñðåäè ñåïàðàáåëü-

íûõ áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ èõ àääèòèâíàÿ ãðóïïà òèïè÷íî áåñêîíå÷íîìåðíà

â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà ïðîñòðàíñòâî áåñêîíå÷íîìåðíî.
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Ïðè ðàáîòå â êàòåãîðèè òèïè÷íî áåñêîíå÷íîìåðíûõ ãðóïï (è äàæå ïðîñò-

ðàíñòâ Ôðåøå) ñëåäóåò ñîáëþäàòü íåêîòîðóþ îñòîðîæíîñòü, òàê êàê ãðóïïà

(â îòëè÷èå îò áàíàõîâîé ìîäåëè) ìîæåò èìåòü êîíå÷íûé äèàìåòð.

3. Ïóñòü ftkg� ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë

è ïóñòü X � ñåïàðàáåëüíîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî. Ìîæíî ëè ïîêðûòü öåëè-

êîì X øàðàìè B(xk; tk) ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå öåíòðîâ? Îòâåò çàâèñèò îò

ðàçìåðíîñòè. Åñëè dimX = n, òî ïîêðûòèå âîçìîæíî òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà
P

k
tn
k
=1. Åñëè æå dimX =1, òî ïîêðûòèå âîçìîæíî òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà limk tk > 0 (ðàçóìååòñÿ, íå òðèâèàëüíà çäåñü òîëüêî íåîáõîäè-

ìîñòü). Ýòî óòâåðæäåíèå îòíîñèòåëüíî áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ ïîëó÷àåòñÿ

â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ îäíîé èç ïðèâåäåííûõ íèæå ëåìì (èëè íåïîñðåäñòâåí-

íî èç òåîðåìû Áýðà î âëîæåííûõ øàðàõ).

4. Ïóñòü 0 < s < t <1. Ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ (s; t)-àëüòåðíàòèâíûì,
åñëè èç x; y 2 A è d(x; y) > s âûòåêàåò, ÷òî d(x; y) � t. Ïðèìåð: ðàâíîìåðíî

äèñêðåòíîå ìíîæåñòâî. Ðàçóìååòñÿ, ìíîæåñòâî äèàìåòðà � s äîñòàâëÿåò åùå

îäèí (òðèâèàëüíûé, íî âàæíûé) ïðèìåð.

Ïóñòü 0 < p < q < 1. Ýëåìåíòàðíàÿ (p; q)-ñèñòåìà � ýòî ìíîæåñòâî B

äèàìåòðà � q è òàêîå ñåìåéñòâî fCig åãî ïîäìíîæåñòâ, ÷òî d(Ci; Cj) � p, åñëè

i 6= j. Ïðèìåð: øàð áåñêîíå÷íîìåðíîãî áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà è ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü ïîïàðíî ðàâíîìåðíî óäàëåííûõ äðóã îò äðóãà øàðîâ âíóòðè ýòîãî

øàðà.

Â ñëåäóþùåé ëåììå ñîõðàíÿþòñÿ ââåäåííûå âûøå îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà-

÷åíèÿ. Óòâåðæäåíèå íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç îïðåäåëåíèé.

Ëåììà 2. Åñëè t > q è s < p, òî ìîæåò ñóùåñòâîâàòü íå áîëåå îäíîãî

òàêîãî i, ÷òî A \Ci 6= ?.

5. Â ýòîì ïóíêòå ìû äàäèì ïðîñòóþ êîíñòðóêöèþ íåêîòîðîé ñèñòåìû

çàìêíóòûõ øàðîâ â íîðìèðîâàííîé ãðóïïå. Â äàëüíåéøåì ýòà êîíñòðóêöèÿ

áóäåò íåñêîëüêî ðàç èñïîëüçîâàíà ïðè èññëåäîâàíèè èíòåãðàëîâ.

Ìû íà÷èíàåì ñ íåêîòîðîãî r0 > 0 è øàðà bB(a
(0)
0 ; r0). Ñìûñë âû÷óðíîãî

îáîçíà÷åíèÿ äëÿ öåíòðà âñêîðå ñòàíåò ïîíÿòíûì. Äëÿ íàãëÿäíîñòè ñëåäóåò

ñ÷èòàòü, ÷òî ãðóïïà íå èñ÷åðïûâàåòñÿ ýòèì øàðîì. Ýòîò øàð íàçûâàåòñÿ

ñèñòåìîé ðàíãà 0.

Òàê êàê øàð bB(a
(0)
0 ; r0) íå ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì, ñóùåñòâóåò òàêîå r1 > 0,

÷òî â bB(a
(0)
0 ; r0) ñîäåðæèòñÿ ñ÷åòíîå ñåìåéñòâî øàðîâ bB(a

(1)
i
; r1), ïîïàðíûå

ðàññòîÿíèÿ ìåæäó êîòîðûìè � r1. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî r1 < r0=2. Çàìåòèì,
÷òî r1 èãðàåò äâîéíóþ ðîëü, è ýòî íå íåñåò ñïåöèàëüíîé ñìûñëîâîé íàãðóç-

êè è îáúÿñíÿåòñÿ òîëüêî ñòðåìëåíèåì íå îñîáåííî ðàçìíîæàòü îáîçíà÷åíèÿ.

Ìàëåíüêèå øàðû íàçûâàþòñÿ øàðàìè ðàíãà 1. Ýòè øàðû âìåñòå ñ èñõîäíûì

ñîñòàâëÿþò ýëåìåíòàðíóþ (r1; r0)-ñèñòåìó.
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Òåïåðü ìû îòìå÷àåì êàêîé-íèáóäü øàð ðàíãà 1, ïðèíèìàåì åãî çà èñõîä-

íûé è ïîâòîðÿåì êîíñòðóêöèþ. Ïîÿâëÿåòñÿ ÷èñëî r2 è øàðû ðàíãà 2.
Ïðîäîëæàÿ â òîì æå äóõå, ìû ïîëó÷èì r3; r4; : : : . Ñèñòåìó âñåõ øàðîâ

áóäåì íàçûâàòü ñèñòåìîé Áýðà èëè B-ñèñòåìîé.

Ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî èìåÿ B-ñèñòåìó, ìû ìîæåì îòìåòèòü îäèí èç øàðîâ

íåêîòîðîãî ðàíãà m (è, ñòàëî áûòü, ðàäèóñà rm), ïðèíÿòü åãî çà èñõîäíûé è

ñîõðàíèòü øàðû ñëåäóþùèõ ðàíãîâ. Òîãäà ñíîâà ïîëó÷èòñÿ B-ñèñòåìà. Êðîìå

òîãî, ñäâèã B-ñèñòåìû � ñíîâà B-ñèñòåìà.

Ç à ì å ÷ à í è å. Ïóñòü X � áåñêîíå÷íîìåðíîå ñåïàðàáåëüíîå áàíàõîâî

ïðîñòðàíñòâî è fxkg � ñ÷åòíîå âñþäó ïëîòíîå ìíîæåñòâî â X. Ïóñòü ftkg�

òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, ÷òî tk ! 0 ïðè k ! 1.

Ïóñòü G =
S
k
B(xk; tk). Òîãäà G� áîëüøîå ìíîæåñòâî â òîì ñìûñëå, ÷òî îíî

ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì è âñþäó ïëîòíûì, à äîïîëíèòåëüíîå ìíîæåñòâî F , ñòàëî

áûòü, ÿâëÿåòñÿ ¾ìàëåíüêèì¿. Îäíàêî F íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå ñ÷åòíîãî

îáúåäèíåíèÿ øàðîâ (ïðîñòðàíñòâà F ) ñ ðàäèóñàìè, óáûâàþùèìè ê 0,
òîãäà êàê äîïîëíèòåëüíîå ìíîæåñòâî òàê ïðåäñòàâëåíî è ïîýòîìó åãî ìîæ-

íî ñ÷èòàòü ¾ìàëåíüêèì¿, à F � áîëüøèì. Îïèñàííàÿ êîëëèçèÿ íà òåìó ¾÷òî

òèïè÷íî¿, ìîæåò, ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ, íî, ðàçóìååòñÿ, äàëåêî íå óíèêàëüíà.

Íàïðèìåð, ïî÷òè âñå ÷èñëà õîðîøî àïïðîêñèìèðóþòñÿ ðàöèîíàëüíûìè, îä-

íàêî õîðîøî àïïðîêñèìèðóåìûå ÷èñëà ñîñòàâëÿþò ìíîæåñòâî 1-é êàòåãîðèè.

6. Ïóñòü K = K(t) � êîìïëåêñíàÿ áîðåëåâñêàÿ ôóíêöèÿ íà ïîëóîñè

t > 0, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëàãàåòñÿ îãðàíè÷åííîñòü

íà êàæäîé ïîëóîñè t � t0 > 0. Ïóñòü � � êîìïëåêñíàÿ áîðåëåâñêàÿ ìåðà íà

X êîíå÷íîé ïîëíîé âàðèàöèè. ×åðåç � ìû áóäåì îáîçíà÷àòü âàðèàöèþ ìåðû

�, òàê ÷òî � � 0 è �(E) =
R
E
h(x)�(dx), ãäå jh(x)j = 1 ïðè âñåõ x 2 X.

Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî X � òèïè÷íî áåñêîíå÷íîìåðíàÿ ãðóïïà, íàñ áóäåò

èíòåðåñîâàòü ìíîæåñòâî òåõ a 2 X, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò (â êà÷åñòâå

àáñîëþòíîãî) èíòåãðàë

u(a) =

Z
X

K(jx� aj) �(dx): (5)

Åñëè ýòîò âîïðîñ ðåøåí, òî åñòåñòâåííî âîçíèêàåò ïðîáëåìà åäèíñòâåííîñòè,

íà êîòîðîé ìû òàêæå îñòàíîâèìñÿ (â ñëåäóþùåì ðàçäåëå).

Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðè t > 0 èìååò ìåñòî îöåíêà jK(t)j �
F (t), ãäå F è F 0 � îãðàíè÷åííûå íåïðåðûâíûå ôóíêöèè íà êàæäîé ïîëóîñè

[";1), " > 0. ßñíî, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå àáñîëþòíîãî èíòåãðàëà (5) âûòåêàåò

èç ñóùåñòâîâàíèÿ àíàëîãè÷íîãî èíòåãðàëà

v(a) =

Z
X

F (jx� aj)�(dx); (6)
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êîòîðûé, êñòàòè, ìîæíî ñ÷èòàòü ÷àñòíûì ñëó÷àåì ïðåäûäóùåãî. Ñëåäóþùàÿ

òåîðåìà � ïðîñòåéøåå óòâåðæäåíèå î ìàññèâíîñòè ìíîæåñòâà òî÷åê ñõîäè-

ìîñòè.

Òåîðåìà 4. Åñëè X �òèïè÷íî áåñêîíå÷íîìåðíàÿ ãðóïïà, òî ìíîæåñòâî

òî÷åê, äëÿ êîòîðûõ èíòåãðàë (6) ñõîäèòñÿ, îáèëüíî â òîì ñìûñëå, ÷òî

îíî âñþäó ïëîòíî â X, êîíòèíóàëüíî è íå äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèÿ â âèäå

ñ÷åòíîãî îáúåäèíåíèÿ (ñâîèõ) øàðîâ, ðàäèóñû êîòîðûõ ñòðåìÿòñÿ ê 0.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Óäîáíî (è ìîæíî) ïðåäïîëîæèòü, ÷òî F (t) = 0
ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ t. Ñíà÷àëà âûáåðåì òàêóþ ìàæîðàíòó ', ÷òîáû

ïðè t! 0 èìåòü '(t)F (t) ! 0 è '(t)jF 0(t)j ! 0.
Òðþê ñîñòîèò â òîì, ÷òî ýòà ìàæîðàíòà çàìåíÿåòñÿ íà 'N (t) = N'(t),

ïîñëå ÷åãî N âûáèðàåòñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèì. Ýòî ïîçâîëèò äîêàçàòü, ÷òî

â øàðå ðàíãà 0 åñòü ìíîãî 'N -ïðàâèëüíûõ òî÷åê.

Ïóñòü fB(xk; tk)g� ñåìåéñòâî øàðîâ, âûáðàííîå â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðå-

ìîé 1 ïî îòíîøåíèþ ê ìàæîðàíòå 'N . Òàê êàê tk ! 0, òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
t1 � t2 � : : : .

Äàëåå, t1 < '�1
N

(�(X)). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî t1 < r1, åñëè N âûáðàíî

äîñòàòî÷íî áîëüøèì. Çàìåòèì, ÷òî òîãäà tk < r1 ïðè âñåõ k. Èìåÿ ýòî â âèäó,

ïåðåéäåì êî âòîðîìó òðþêó.

Ìû ìîæåì òàê ïîäîáðàòü 1 = k1 < k2 < : : : , ÷òîáû ïðè ki � k < ki+1

âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî tk < ri. Çàìåòèì, ÷òî âûáîð N îáåñïå÷èâàåò âû-

ïîëíåíèå ýòîãî óñëîâèÿ äëÿ íà÷àëüíîé ¾ïà÷êè¿, à ÷òî êàñàåòñÿ îñòàëüíûõ,

òî ýòà âîçìîæíîñòü îáåñïå÷èâàåòñÿ óñëîâèåì tk ! 0.
Îñòàëüíîå âûòåêàåò èç òåîðåìû î âëîæåííûõ øàðàõ. Äåéñòâèòåëüíî,

ïî òðèâèàëüíîìó ñëó÷àþ ëåììû 2 êàæäûé èç øàðîâ ïåðâîé ïà÷êè (k < k2)
çàäåâàåò íå áîëåå îäíîãî øàðà ðàíãà 1, è ìû ìîæåì îòìåòèòü ëþáîé èç ñ÷åò-

íîãî ìíîæåñòâà îñòàëüíûõ. Âçÿâ ýòîò øàð ðàíãà 1, ïåðåõîäèì êî âòîðîé ïà÷-

êå, â êîíöå îòìå÷àåì øàð ðàíãà 2, è ò.ä. Ïåðåñå÷åíèå îòìå÷åííûõ øàðîâ äàåò
 -ïðàâèëüíóþ òî÷êó, è îñòàåòñÿ ïðèìåíèòü ïðèíöèï Êàâàëüåðè. Äîêàçàòåëü-

ñòâî áåç òðóäà äîâîäèòñÿ äî êîíöà (ïîñëå íàäëåæàùåãî óòî÷íåíèÿ ïîñëåäíåãî

óòâåðæäåíèÿ).

4. Ðåäóêöèÿ ñèíãóëÿðíîãî óðàâíåíèÿ ê ðåãóëÿðíîìó

1. Òåîðåìà 4 åñòåñòâåííî ñòàâèò âîïðîñ î òðèâèàëüíîñòè ìåðû �, åñëè

u(a) = 0 êàæäûé ðàç, êîãäà ïîòåíöèàë ñóùåñòâóåò â êà÷åñòâå àáñîëþòíî-

ãî. Êñòàòè, âûÿñíåíèå ýòîãî âîïðîñà ìîæåò îêàçàòüñÿ ïîëåçíûì äëÿ òåîðèè

ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ, òàê êàê ñëó÷àéíûé ïðîöåññ çà÷àñòóþ äîïóñêàåò ðåàëè-

çàöèþ êàê ìåðà â íåêîòîðîì áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå.
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Ëåììà À. Êàðòàíà ïî Á.ß. Ëåâèíó ñ ðàçëè÷íûìè ïðèëîæåíèÿìè

Íå óäèâèòåëüíî, ÷òî ýòó ïðîáëåìó åäèíñòâåííîñòè ïðîùå ðåøàòü â ñèòó-

àöèè, êîãäà ôóíêöèÿ K(t) íå èìååò îñîáåííîñòè ïðè ïîäõîäå ê òî÷êå t = 0,
íàïðèìåð, îñòàåòñÿ îãðàíè÷åííîé (ðåãóëÿðíîå óðàâíåíèå).

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïîêàæåì, êàê â îïðåäåëåííûõ ñëó÷àÿõ ñèíãóëÿðíîå

óðàâíåíèå íà òèïè÷íî áåñêîíå÷íîìåðíîé ãðóïïå ïîðîæäàåò ðåãóëÿðíîå ñ íåêî-

òîðûì ÿäðîì eK âìåñòî K, ïðè÷åì åñëè ÿäðî eK ïðèâîäèò ê � = 0, òî ïðî-

áëåìà åäèíñòâåííîñòè îêàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíî ðåøåííîé è â îòíîøåíèè

èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ. Ñõåìà, êîòîðóþ ìû îïèøåì, â íåêîòîðîì ñìûñëå åñòü

ôîðìàëèçàöèÿ ïðèåìà, êîòîðûé äîâîëüíî äàâíî èçîáðåë Â. Ëèíäå (Werner

Linde) äëÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåìû åäèíñòâåííîñòè â ðåãóëÿðíîé ñèòóàöèè äëÿ

íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ (ñì., íàïð., [14]). Âìåñòå ñ òåì íàì ïðèäåòñÿ

óñîâåðøåíñòâîâàòü ðàññóæäåíèå, êîòîðîå ìû ïðèìåíèëè ïðè äîêàçàòåëüñòâå

òåîðåìû 4, â ÷àñòíîñòè, ëåììà 2 ïîòðåáóåòñÿ â ïîëíîì îáúåìå.

2. Ââåäåì íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå îïðåäåëåíèÿ.

×åðåç fR+ ;�g îáîçíà÷àåì íåîòðèöàòåëüíóþ ïîëóîñü, ñíàáæåííóþ ñòðóê-

òóðîé àáåëåâîé ïîëóãðóïïû ñ îïåðàöèåé a�b. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî a � (a�b)
è ÷òî ïîëóãðóïïîâàÿ îïåðàöèÿ ñîâìåñòèìà ñî ñòàíäàðòíîé òîïîëîãèåé íà R+ .

Íàèáîëåå âàæíûå ïðèìåðû:

a� b = a+ b è a� b = maxfa; bg:

Äàëåå, ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå K = f Æ  , ãäå

 � íåêîòîðûé ãîìåîìîðôèçì R+ , íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûé ïðè t > 0.
Òèïè÷íûé ïðèìåð �  (t) = tp; p > 0.

Ïóñòü c > 0. Ýëåìåíòàðíîé L-ñèñòåìîé (â ÷åñòü Â. Ëèíäå) ìû áóäåì

íàçûâàòü òàêóþ (ñ÷åòíóþ) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü feng � X, ÷òî jenj = c

(= const > 0) è

 (jx� enj)!  (jxj) �  (c) ïðè êàæäîì x 2 X;

åñëè n ! 1. Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî äëÿ L-ñèñòåìû ìîæíî ïðåäïîëîæèòü (è

ìû áóäåì ýòî äåëàòü) ñóùåñòâîâàíèå òàêîé êîíñòàíòû b0 > 0, ÷òî ïðè p 6= q

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî jep� eqj � b0 . Ïîýòîìó L-ñèñòåì íåò â êîíå÷íîìåð-

íûõ áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Ïîëîæèòåëüíûå ïðèìåðû äàþò áåñêîíå÷íîìåðíûå ñåïàðàáåëüíûå Lp-ïðî-

ñòðàíñòâà. Íàïðèìåð, â ñëó÷àå lp, p � 1, ïðè  (t) = tp ýëåìåíòàðíîé

L-ñèñòåìîé áóäåò ñòàíäàðòíàÿ ñèñòåìà îðòîâ.

Ïðè 0 < p � 1 ïðîñòðàíñòâî Lp(0; 1) ñíàáæàåòñÿ (êàê ãðóïïà ïî ñëîæå-

íèþ) íîðìîé jxj =
R 1

0
jx(t)jp dt. Ïðè  (t) = t òàêîå ïðîñòðàíñòâî îáëàäàåò

ýëåìåíòàðíîé L-ñèñòåìîé, ñíîâà îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè s� t = s+ t íà R+ .

Ïóñòü 
� ëîêàëüíî-êîìïàêòíîå, íî íå êîìïàêòíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñò-

ðàíñòâî è X = C0(
)� ïðîñòðàíñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà 
,
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¾èñ÷åçàþùèõ íà áåñêîíå÷íîñòè¿, ñíàáæåííîå sup-íîðìîé. Ïðîñòðàíñòâî X

îáëàäàåò ýëåìåíòàðíîé L-ñèñòåìîé ïðè  (t) = t îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè

s� t = maxfs; tg.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû î ðåäóêöèè íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùåå ïðî-

ñòîå îáîáùåíèå òåîðåìû Ëåáåãà î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå.*

Ëåììà 3. Ïóñòü fT; �g � ïðîñòðàíñòâî ñ �-êîíå÷íîé ìåðîé. Ïóñòü ffng

� ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �-èçìåðèìûõ ôóíêöèé è ïóñòü �-ï.â. èìååò ìåñòî

ñõîäèìîñòü fn ! f . Ïóñòü fgng � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �-ñóììèðóåìûõ

ôóíêöèé, ïóñòü �-ï.â. jfnj � gn è ïóñòü �-ï.â. èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü

gn ! g. Åñëè
R
T
gn(t) �(dt) !

R
T
g(t)�(dt) < 1, òî f � ñóììèðóåìàÿ ôóíê-

öèÿ è
R
T
fn(t) �(dt) !

R
T
f(t)�(dt).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ìû íàìåòèì äîêàçàòåëüñòâî â ïðåäïîëîæåíèè,

÷òî âñå ôóíêöèè âåùåñòâåííûå. Çàìåòèì, ÷òî f � ñóììèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, òàê

êàê jf j � g ï.â.

Ïîñêîëüêó gn � fn � 0, òî, ïî ëåììå Ôàòó,Z
T

(g � f)(t) �(dt) � lim

Z
T

(gn � fn)(t) �(dt)

=

Z
T

g(t) �(dt) + lim

Z
T

(�fn)(t) �(dt);

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

lim

Z
T

fn(t) �(dt) �

Z
T

f(t) �(dt) � lim

Z
T

fn(t) �(dt);

è ëåììà äîêàçàíà.

3. Â òåîðåìå î ñâåäåíèè ñèíãóëÿðíîãî ïîòåíöèàëà ê ðåãóëÿðíîìó ôîðìóëû

è ðàññóæäåíèÿ óïðîùàþòñÿ, åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî  (t) = t ïðè âñåõ t � 0,
è ìû ñäåëàåì òàêîå ïðåäïîëîæåíèå. Ïðè ýòîì ìû ñîõðàíèì L1(
) è C0(
),
îäíàêî ïîòåðÿåì îñòàëüíûå Lp-ïðîñòðàíñòâà. Âïðî÷åì, èçìåíåíèÿ, êîòîðûå

íàäî âíåñòè â äîêàçàòåëüñòâî, ÷òîáû âêëþ÷èòü ýòè ïðîñòðàíñòâà, íîñÿò ÷èñòî

òåõíè÷åñêèé õàðàêòåð, è ìû íå áóäåì çäåñü íà ýòîì îñòàíàâëèâàòüñÿ.

Â äàëüíåéøåì ìû ñîõðàíÿåì îáîçíà÷åíèÿ è îáúåêòû, ââåäåííûå â ýòîì

ðàçäåëå, à òàêæå â ðàçä. 3.

*Ýòà ëåììà ïðèâîäèòñÿ (áåç äîêàçàòåëüñòâà) â íåêîòîðûõ ñîâðåìåííûõ ó÷åáíèêàõ ïî

òåîðèè ìåðû è èíòåãðàëà ñ ïðîïóñêîì áåçóñëîâíî ñíèæàþùåãî èçÿùåñòâî ôîðìóëèðîâêè

ïîñëåäíåãî óñëîâèÿ. Îäíàêî áåç ýòîãî óñëîâèÿ óòâåðæäåíèå ïåðåñòàåò áûòü âåðíûì

(fn = gn, ïðèìåðû ê ëåììå Ôàòó). Ïîýòîìó ìû äàäèì äîêàçàòåëüñòâî.
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Òåîðåìà 5. Ïóñòü X �òèïè÷íî áåñêîíå÷íîìåðíàÿ ãðóïïà ñ L-ñèñòåìîé

feng. Ñóùåñòâóåò òàêîå îáèëüíîå ìíîæåñòâî òî÷åê a 2 X, ÷òî âñå ôèãó-

ðèðóþùèå íèæå èíòåãðàëû ñóùåñòâóþò êàê èíòåãðàëû Ëåáåãà èZ
X

K(jx� a� enj) �(dx) !

Z
X

K(jx� aj � c) �(dx) (7)

ïðè n!1.

Ñ õ å ì à ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â à. Èìåÿ â âèäó ëåììó 3, çàìåíèì K

íà F è � íà �. Êðîìå òîãî, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî F (t) = 0 ïðè t � c1 è c1 < c.

Ïîëîæèì Fn(x)
def
= F (jx � a � enj). Òîãäà Fn(x) ! 0 ïðè êàæäîì x, è íàì

îñòàåòñÿ óáåäèòüñÿ, ÷òî
R
X
Fn(x)�(dx) ! 0 ïðè n!1 äëÿ ïîäõîäÿùèõ a.

Âûáåðåì ìàæîðàíòó ' òàê æå, êàê â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 4, è ñíîâà

ðàññìîòðèì 'N = N � '.

Îòìåòèì B-ñèñòåìó è îãðàíè÷èìñÿ ïðîâåðêîé, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëü-

øîìN èñõîäíûé øàð ýòîé ñèñòåìû ñîäåðæèò òî÷êó a ñ îáúÿâëåííûìè ñâîéñò-

âàìè.

Ïóñòü fB(xk; tk)g � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü øàðîâ, ïîñòðîåííàÿ ïî ìàæîðàí-

òå 'N â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 1. Ìû îïÿòü ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî t1 � t2
� : : : , òàê êàê tk ! 0. Ïåðâîå óñëîâèå íà âåëè÷èíó N , êàê è â òåîðåìå 1,

äîëæíî ïðèâîäèòü ê íåðàâåíñòâó t1 < r1, íî â äàííîì ñëó÷àå (â îòëè÷èå îò

òåîðåìû 1) ýòèì äåëî íå îãðàíè÷èâàåòñÿ.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè p 6= q è âñåõ k

d (B(xk; tk) + ep; B(xk; tk) + eq) � b1 = b0 � 2t1

è N äîëæíî áûòü âûáðàíî íàñòîëüêî áîëüøèì, ÷òîáû èìåòü b1 > 2r0.
Òåïåðü, êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 4, ìû âûáèðàåì ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü 1 = k1 < k2 < : : : . Îòëè÷èå íà ïåðâîì øàãå ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.

Â òåîðåìå 4 ïðè k1 � k < k2 øàð B(xk; tk) ìîã èìåòü îáùóþ òî÷êó òîëüêî

ñ îäíèì øàðîì B-ñèñòåìû ðàíãà 2. Òåïåðü ìû ìîæåì óòâåðæäàòü, ÷òî ïðè

òàêîì k âñå øàðû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

B(xk; tk) + en; n = 1; 2; : : : ;

êðîìå, áûòü ìîæåò îäíîãî, íå èìåþò ïåðåñå÷åíèé ñ øàðàìè ðàíãà 2, à îñòàâ-

øèéñÿ ïåðåñåêàåòñÿ ëèøü ñ îäíèì òàêèì øàðîì. Ýòî ïîçâîëÿåò äëÿ âñåõ øà-

ðîâ ïà÷êè ñ k1 � k < k2 è ïðîèçâîëüíûì n âûáðàòü òàêîé øàð ðàíãà 2,

êîòîðûé íå ïåðåñåêàåòñÿ íè ñ îäíèì øàðîì ïåðâîé ïà÷êè. Îòìå÷àÿ òàêîé

øàð, ìû ïåðåõîäèì êî âòîðîé ïà÷êå, è ò.ä.

Ïóñòü a� òî÷êà èç ïåðåñå÷åíèÿ îòìå÷åííûõ øàðîâ ñèñòåìû Áýðà. Òîãäà,

åñëè t � c1 è �n � èíäèêàòîð øàðà B(a + en; t), òî �n(x) = 0 ïðè äîñòà-

òî÷íî áîëüøîì n (êîòîðîå ìîæåò çàâèñåòü îò x). Äåéñòâèòåëüíî, èíà÷å äëÿ
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íåêîòîðîãî x è íåêîòîðîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè n = ni ! 1 ìû èìåëè áû

x 2 B(a+ en; t) è òîãäà

c1 � t > jx� a� enj ! jx� aj � c � c;

õîòÿ c1 < c.

Ïîýòîìó ïðè gz(t) = �(B(z; t)) èìååì

Z
X

F (jx� a� enj)�(dx) = �

c1Z
0

F (t)ga+en(t) dt! 0

ïðè n!1, è äîêàçàòåëüñòâî çàêàí÷èâàåòñÿ.

5. Äâà ïðèìåðà

1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ feng ñåïàðàáåëüíîãî áàíàõîâà ïðîñò-

ðàíñòâà X áóäåì íàçûâàòü ñèëüíîé L-ñèñòåìîé, åñëè äëÿ êàæäîãî x 2 X è

êàæäîãî t 2 R èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

jx+ tenj ! jxj � jtj ïðè n!1:

Ñèëüíàÿ L-ñèñòåìà ñ a � b = a + b ñóùåñòâóåò â áåñêîíå÷íîìåðíîì L1(
).
Â C0(
), ãäå 
 � ëîêàëüíî-êîìïàêòíîå, íî íå êîìïàêòíîå ñåïàðàáåëüíîå ìåò-

ðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, ñóùåñòâóåò ñèëüíàÿ L-ñèñòåìà, îòâå÷àþùàÿ a � b =
maxfa; bg.

Â ñåïàðàáåëüíûõ áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåî-

ðåìà Ïðàéñà � Òèøåðà [15] (íîâîå äîêàçàòåëüñòâî äàíî â [16]): åñëè äâå ðå-

ãóëÿðíûå áîðåëåâñêèå âåðîÿòíîñòíûå ìåðû ñîâïàäàþò íà øàðàõ äîñòàòî÷íî

áîëüøîãî ðàäèóñà, òî îíè ñîâïàäàþò íà âñåõ áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâàõ. Ïðè

ðàññìîòðåíèè ïåðâîãî ïðèìåðà áóäåò èñïîëüçîâàí ÷àñòíûé ñëó÷àé ýòîé òåî-

ðåìû (êñòàòè, èçâåñòíûé ðàíüøå). Âî âòîðîì ñëó÷àå èñïîëüçóåòñÿ åå óñèëåíèå

(â ýòîì ñëó÷àå), ïðèíàäëåæàùåå Å.À. Ðèññ [17, 18].

Ìû íàìåðåíû â ýòèõ äâóõ ñëó÷àÿõ êðàòêî îáñóäèòü, îïðåäåëÿåòñÿ èëè íåò

ìåðà ïîòåíöèàëîì. Òåîðåìà 5 â èçâåñòíîì ñìûñëå ñâîäèò ïðîáëåìó åäèíñòâåí-

íîñòè ê ñëó÷àþ ðåãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ ÿäåð, è ìû çäåñü áóäåì ðàññìàò-

ðèâàòü òîëüêî òàêèå. ×òîáû ïîä÷åðêíóòü ïîñëåäíåå îáñòîÿòåëüñòâî, áóäåì

ïèñàòü f âìåñòî K. Èòàê, òåïåðü ìû õîòèì îáñóäèòü, êîãäà äëÿ (íåêîòîðûõ)

áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ X èç ñîîòíîøåíèÿZ
X

f(jx� aj) �(dx) = 0 ïðè âñåõ a 2 X
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âûòåêàåò, ÷òî � = 0, ãäå f � îãðàíè÷åííàÿ áîðåëåâñêàÿ ôóíêöèÿ íà ïîëóîñè

t � 0. Ïî òåîðåìå Ïðàéñà � Òèøåðà, ïîñëåäíåå èìååò ìåñòî òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà �a = 0 ïðè êàæäîì a, ãäå �a � ìåðà íà ïîëóîñè t � 0,
ïîðîæäåííàÿ ìåðîé � ïðè îòîáðàæåíèè x! jx� aj.

Åñëè ïðîñòðàíñòâî X îáëàäàåò ñèëüíîé L-ñèñòåìîé (à òàê îáñòîèò äåëî

â îáîèõ ñëó÷àÿõ, êîòîðûå ìû ñîáèðàåìñÿ ðàññìîòðåòü), òî íàïèñàííîå óðàâ-

íåíèå ïîðîæäàåò ñåðèþ óðàâíåíèé íà ïîëóîñè,

1Z
0

f(s� t) �a(ds) = 0 ïðè âñåõ t � 0: (8)

2. Ïðè X = L1(
), îïóñêàÿ èíäåêñ a è ñ÷èòàÿ, ÷òî ðå÷ü èäåò îá èíòåãðàëå
Ëåáåãà � Ñòèëòüåñà, ìû ìîæåì ïåðåïèñàòü óðàâíåíèå (8) â âèäå ñîîòíîøåíèÿ

h(t) =

1Z
0

f(s+ t) �(ds); (9)

ãäå h� îãðàíè÷åííàÿ áîðåëåâñêàÿ ôóíêöèÿ, ïðè÷åì h(t) = 0 ïðè t � 0, è
âîïðîñ òåïåðü ñîñòîèò â òîì, ïðè êàêèõ f îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî � = 0.

Ïåðâûå ÷àñòíûå ñëó÷àè óêàçàíû â [14], à áîëåå øèðîêèå êëàññû � â [9]

è [19]. Êñòàòè, â ïðèìå÷àíèè ïðè êîððåêòóðå ê ïîñëåäíåé ðàáîòå ìíîþ óêà-

çàíû ñóùåñòâåííî áîëåå øèðîêèå êëàññû, îäíàêî çäåñü ÿ îãðàíè÷óñü òîëüêî

íàìåêîì íà òî, êàêîâû ýòè êëàññû.

Äëÿ ôóíêöèè f ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå èìååò ñìûñë ïðè Im� > 0 è îïðå-

äåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

bf(�) =
1Z
0

ei�tf(t) dt;

ïðè÷åì â ýòîé ïîëóïëîñêîñòè bf ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé.

Ïðîñòåéøåå äîïîëíèòåëüíîå ïðåäïîëîæåíèå ñîñòîèò â òîì, ÷òî f ïðîäîë-

æàåòñÿ äî ôóíêöèè, àíàëèòè÷åñêîé è îãðàíè÷åííîé â íåêîòîðîé îêðåñòíî-

ñòè óãëà j arg zj � �; � > 0 (äëÿ íàãëÿäíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî 0 < � <

�=2). Òîãäà bf ïðîäîëæàåòñÿ äî àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè âíóòðè ðàçâåðíóòîãî
óãëà �� < arg � < � + �.

Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå b�(�) ìåðû � òàêæå ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé, àíàëèòè-

÷åñêîé â ïîëóïëîñêîñòè Im� > 0 è íåïðåðûâíîé â åå çàìûêàíèè.

Íàïðîòèâ, ôóíêöèÿ h ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé è ñîñðåäîòî÷åííîé íà

ïîëóîñè t � 0. Ïîýòîìó åå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îïðåäåëåíî è àíàëèòè÷íî

â íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè, Im� < 0.
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Èç óðàâíåíèÿ (9) âûòåêàåò, ÷òî â îáùåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ (ò.å. â óãëàõ

�� < arg � < 0 è � < arg � < � + �) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

bh(�) = bf(�) � b�(��): (10)

Èç óðàâíåíèÿ (10) âûòåêàåò, ÷òî åñëè � 6= 0, òî bf àíàëèòè÷åñêè ïðîäîë-

æàåòñÿ äî ìåðîìîðôíîé ôóíêöèè â C n f0g. Ïîýòîìó, åñëè òàêîãî ïðîäîëæå-
íèÿ íåò, òî � = 0. Â êà÷åñòâå � ìîæíî âçÿòü ëþáóþ èç ìåð �a. Èç òåîðåìû

Ïðàéñà � Òèøåðà âûòåêàåò, ÷òî òîãäà � = 0. Òåì ñàìûì ìû ïîëó÷àåì (÷àñòî

ëåãêî ïðîâåðÿåìîå) äîñòàòî÷íîå óñëîâèå åäèíñòâåííîñòè.

Åñëè îòìå÷åííîå óñëîâèå àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ âûïîëíÿåòñÿ, òî

èññëåäîâàíèå ìîæíî ïðîäîëæèòü è â îïðåäåëåííûõ ñëó÷àÿõ äîâåñòè äî îáî-

çðèìûõ êðèòåðèåâ åäèíñòâåííîñòè, îäíàêî ìû íå áóäåì çäåñü â ýòî óãëóá-

ëÿòüñÿ.

3. Â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå ðåøàþùóþ ðîëü ñûãðàëî ïðèìåíåíèå ïðåîá-

ðàçîâàíèÿ Ôóðüå ôóíêöèé, ñîñðåäîòî÷åííûõ íà ïîëóîñè, ò.å. ïðåîáðàçîâàíèå

Ëàïëàñà. Óñïåõ ýòîé ïðîöåäóðû â çàìåòíîé ìåðå îáúÿñíÿåòñÿ îáèëèåì ìíî-

æåñòâà íåïðåðûâíûõ (ïîëó)õàðàêòåðîâ, ò.å. ãîìîìîðôèçìîâ èç ïîëóãðóïïû

R+ ñ îïåðàöèåé a� b = a+ b â ïîëóãðóïïó fC ;�g.

Â ïðèìåðå ñ C0(
), ê êîòîðîìó ìû òåïåðü ïåðåõîäèì, â óðàâíåíèè (8)

áóäåò s� t = maxfs; tg. Â ïîëóãðóïïå R+ ñ îïåðàöèåé a� b = maxfa; bg èìååì
a � a = a äëÿ âñåõ a, òàê ÷òî â ýòîì ñëó÷àå íåïðåðûâíûõ õàðàêòåðîâ íåò

è ìåòîäû êëàññè÷åñêîãî ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà íå ðàáîòàþò. Îêàçûâàåòñÿ,

îäíàêî, ÷òî ê öåëè ïðèâîäèò êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ ôóíêöèé.

Îòìåòèì, ÷òî ÷àñòíûé ñëó÷àé ïðèâîäèìîãî íèæå ðåçóëüòàòà ïîëó÷åí

â óïîìÿíóòîé ðàáîòå Â. Ëèíäå. Çàòåì äàëåêî èäóùèå îáîáùåíèÿ ïîëó÷èëà

Ë.Â. Êàðàóëîâà. Îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò (áåç äåòàëüíîãî äîêàçàòåëüñòâà)

âïåðâûå áûë îáúÿâëåí â [20].

Îïóñêàÿ èíäåêñ a, óðàâíåíèå (8) òåïåðü ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå ñîîòíî-

øåíèÿ
1Z
0

f(maxfs; tg) dg(s) = 0 ïðè âñåõ t � 0;

ãäå g � íåïðåðûâíàÿ ñëåâà ôóíêöèÿ îãðàíè÷åííîé ïîëíîé âàðèàöèè, g(t) = 0
ïðè t � 0. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî ñîîòíîøåíèå ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî

tZ
0

f(s) dg(s) = f(t)g(t) ïðè âñåõ t � 0: (11)

Â ïðèâîäèìûõ íèæå ëåììàõ (ìåñòî êîòîðûì � â ó÷åáíèêàõ) óñëîâèå (11)

ñ÷èòàåòñÿ âûïîëíåííûì. Óñëîâèå îãðàíè÷åííîñòè ôóíêöèè jf j è óñëîâèå îãðà-

íè÷åííîñòè âàðèàöèè ôóíêöèè g äîñòàòî÷íî ïðåäïîëîæèòü âûïîëíåííûìè íà
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êàæäîì êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå. Çàìåòèì, ÷òî èíòåãðàë â (11) íàäî ïîíèìàòü

â ñìûñëå Ëåáåãà � Ñòèëòüåñà, òàê ÷òî ëåâóþ ÷àñòü àêêóðàòíåå ïèñàòü â âèäåR
[0;t)

f(s) dg(s).

Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî íà èíòåðâàëå (a; b) ôóíêöèè f è g èìåþò íåïðå-

ðûâíûå ïðîèçâîäíûå, ïðè÷åì g0(t) 6= 0, òî ïîëó÷èòñÿ, ÷òî f 0j(a; b) = 0, òàê ÷òî
f j(a; b) = const. Ñìûñë ïðèâîäèìûõ ëåìì â òîì, ÷òî ïðåäïîëîæåíèå î ïðîèç-

âîäíûõ çäåñü ïðàêòè÷åñêè íå ñóùåñòâåííî.

Ëåììà 4. Ïóñòü t > 0. Åñëè g(t) 6= 0, òî f(t�0) = f(t). Åñëè g(t+0) 6= 0,
òî f(t + 0) = f(t): Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëîâ (äëÿ ôóíêöèè

f) çàðàíåå íå ïðåäïîëàãàåòñÿ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîêàæåì âòîðîå óòâåðæäåíèå (ïåðâîå óñòàíàâ-

ëèâàåòñÿ ïðîùå). Ïóñòü " > 0. Òîãäà

f(t+ ")g(t + ") =

Z
[0;t+")

f(s) dg(s)

= f(t)g(t) + f(t)(g(t+ 0)� g(t)) +

Z
(t;t+")

f(t) dg(t)

= f(t)g(t+ 0) +

Z
(t;t+")

f(t) dg(t);

è îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

(f(t+ ")� f(t))g(t+ 0)! 0 ïðè "! 0:

Ëåììà äîêàçàíà.

Ïóñòü 0 � a < b <1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç V b
a (h) ïîëíóþ âàðèàöèþ ôóíêöèè

h íà ïðîìåæóòêå [a; b].

Ëåììà 5. Ïóñòü

" = inf
[a;b]

jg(t)j > 0:

Òîãäà f j[a; b] = const.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç ëåììû 4 âûòåêàåò, ÷òî f íåïðåðûâíà íà

îòðåçêå [a; b]. Ïóñòü M = sup[a;b] jf(t)j. Òàê êàê

V b

a (1=g) � (1="2) � V b

a (g);
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òî

V b

a (f) � V b

a (1=g) � V
b

a (fg)

�M � (1="2) � [V b

a (g)]
2 <1:

Òàêèì îáðàçîì, f j[a; b]� íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè. Ýòî

ïîçâîëÿåò ïîíèìàòü èíòåãðàëû êàê èíòåãðàëû Ðèìàíà � Ñòèëòüåñà è èíòåã-

ðèðîâàòü ïî ÷àñòÿì. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî

�Z
�

g(t) df(t) = 0 (a � � � � � b):

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
�Z

�

h(t) df(t) = 0

äëÿ êàæäîé îãðàíè÷åííîé áîðåëåâñêîé ôóíêöèè h íà [a; b]. Åñëè ïîëîæèòü

h = 1=g, òî ïîëó÷èì, ÷òî f(a) = f(b). Îñòàëüíîå î÷åâèäíî. Ëåììà äîêàçàíà.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f j(0;1) 6= const. Òîãäà ëåãêî äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå
òàêîãî r > 0, ÷òî áóäåò âûïîëíÿòüñÿ õîòÿ áû îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé: ñó-

ùåñòâóåò òàêàÿ ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü tk ! r, ÷òî f(tk) 6=
f(r); ñóùåñòâóåò òàêàÿ ñòðîãî óáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü sk ! r, ÷òî

f(sk) 6= f(r).
Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî f è r ñâÿçàíû ïåðâûì óñëîâè-

åì. Åñëè òåïåðü f è g óäîâëåòâîðÿþò íàçâàííûì âûøå óñëîâèÿì, âêëþ÷àÿ

óñëîâèå (11), òî, ïî ëåììå 5, áóäåì èìåòü g(r) = 0.
Ïðè ôèêñèðîâàííîé ôóíêöèè f ôóíêöèÿ g â ýòîì ðàññóæäåíèè ìîæåò

ìåíÿòüñÿ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ, ÷òî �(B(a; r)) = 0 ïðè âñåõ a 2 C0(
).
Ìû óñòàíîâèëè ïîñëåäíåå óñëîâèå ëèøü ïðè îäíîì r, òàê ÷òî íå ìîæåì

ïðèìåíèòü òåîðåìó Ïðàéñà � Òèøåðà. Îäíàêî, åñëè 
 íå èìååò èçîëèðîâàí-

íûõ òî÷åê, òî, êàê ýòî âûòåêàåò èç óïîìÿíóòûõ ðåçóëüòàòîâ Å.À. Ðèññ, îäíîãî

r äîñòàòî÷íî äëÿ óòâåðæäåíèÿ, ÷òî � = 0. Îòìåòèì, êñòàòè, ÷òî â äàííîì ñëó-

÷àå åå ðàññóæäåíèå ìîæíî íåìíîãî óïðîñòèòü, åñëè ïðèâëå÷ü äîïîëíèòåëüíî

ñîîáðàæåíèÿ, ïðèâåäåííûå â [12, c. 33].

6. Çàêëþ÷èòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

1. Ïðè îöåíêå íåêîòîðûõ èíòåãðàëîâ, âîçíèêàþùèõ â çàäà÷àõ òåîðèè

ôóíêöèé, ïîÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòü â ìàæîðàíòàõ, êîòîðûå çàâèñÿò íå òîëü-

êî îò ðàäèóñà t, íî è îò öåíòðà x øàðà B(x; t).
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Íåòðèâèàëüíûå ñèòóàöèè ìîãóò âîçíèêíóòü äàæå â òîì ñëó÷àå, êîãäà

ôóíêöèÿ '(x; t) íåïðåðûâíà ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ è ïðè êàæäîì

x0 2 X ôóíêöèÿ t! '(x0; t) ÿâëÿåòñÿ ìàæîðàíòîé â ïðåæíåì ñìûñëå.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî ìåðå � è ìàæîðàíòå '(x; t) ìîæíî (êàê è ðàíüøå)

ïîñòðîèòü ôóíêöèþ � = �(x), è åñëè ýòà ôóíêöèÿ îêàæåòñÿ îãðàíè÷åííîé, òî
íè â ôîðìóëèðîâêå, íè â äîêàçàòåëüñòâå îñíîâíîé ëåììû íè÷åãî íå ìåíÿåòñÿ.

Â ñëó÷àå áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ ëåììà ñîõðàíÿåòñÿ â ìîäèôèöèðîâàííîé

ôîðìå, åñëè èìååò ìåñòî îöåíêà

�(x) � �kxk + �;

ãäå � è � � ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû, ïðè÷åì � < 1. Êñòàòè, äëÿ îöåíêè

ôóíêöèè � ÷àñòî èìååò ñìûñë ïðèâëå÷ü ôóíêöèþ, îáðàòíóþ ê ' ïî ïåðåìåí-

íîé t.

Äåòàëüíîå ðàññìîòðåíèå âîçíèêàþùèõ çäåñü âîçìîæíîñòåé óâåëî áû íàñ

ñëèøêîì äàëåêî è çàíÿëî áû ìíîãî ìåñòà. Âìåñòî ýòîãî ìû âêðàòöå ðàññìîò-

ðèì íåñêîëüêî ïðîñòåéøèõ ïðèìåðîâ.

2. Ïóñòü X = R è

'(x; t) =
ct�

1 + jxj
; (12)

ãäå c è �� ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû. Â äàëüíåéøåì íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü

íå òî÷íûå êîëè÷åñòâåííûå, à êà÷åñòâåííûå ñîîòíîøåíèÿ, ïðè÷åì ìàæîðàíòû

áóäóò îäíîðîäíûìè ïî t (êàê ýòî èìååò ìåñòî â (12)). Ïîýòîìó â ôîðìóëè-

ðîâêàõ áóäåì èãíîðèðîâàòü êîíñòàíòó .

Ïóñòü " > 0. Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè � 6= 1 ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü èíòåðâàëîâ B(xk; tk), ïîêðûâàþùàÿ âñþ âåùåñòâåííóþ îñü,

÷òî X
k

'(xk; tk) < ":

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè òàêîé ìàæîðàíòå ' àíàëîã òåîðåìû 1 èìååò ìåñòî

ïðè ëþáîì âûáîðå ìåðû �, îäíàêî íå íåñåò íèêàêîé èíôîðìàöèè. Ïîýòîìó

ñîäåðæàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ ìîãóò ïîëó÷àòüñÿ òîëüêî ïðè � = 1, è òåïåðü

ìû áóäåì ñ÷èòàòü ýòî óñëîâèå âûïîëíåííûì.

Ïóñòü fB(xk; tk)g� ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíòåðâàëîâ è E
def
=
S
k
B(xk; tk).

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî óñëîâèÿ

X
k

tk

1 + jxkj
<1 è

Z
E

dx

1 + jxj
<1 (13)

ýêâèâàëåíòíû.
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Âòîðîå èç óñëîâèé (13) èìååò ñìûñë äëÿ êàæäîãî èçìåðèìîãî ïî Ëåáåãó

ìíîæåñòâà E. Ìíîæåñòâî E, óäîâëåòâîðÿþùåå ýòîìó óñëîâèþ, íàçûâàåòñÿ

ìíîæåñòâîì êîíå÷íîé ëîãàðèôìè÷åñêîé äëèíû.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, çàìåíÿÿ jxkj íà kxkk, ìû âèäèì, ÷òî ïåðâîå èç óñëî-

âèé (13) èìååò ñìûñë äëÿ êàæäîãî áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà, â ÷àñòíîñòè, äëÿ

êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Åñëè ñåìåéñòâî äèñêîâ ñ öåíòðàìè zk êîìïëåêñíîé

ïëîñêîñòè óäîâëåòâîðÿåò ýòîìó óñëîâèþ, òî ãîâîðÿò, ÷òî îíî èìååò êîíå÷íûé

îáçîð (èíòåðåñåí òîëüêî ñëó÷àé, êîãäà jzkj ! 1, è â ýòîì ñëó÷àå êîíå÷íà

ñóììà óãëîâ, ïîä êîòîðûìè âñå ýòè äèñêè âèäíû èç íà÷àëà êîîðäèíàò).

ßñíî, ÷òî ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâà äèñêîâ êîíå÷íîãî îáçîðà ñ êàæäîé ïðÿ-

ìîé íà ïëîñêîñòè èìååò êîíå÷íóþ ëîãàðèôìè÷åñêóþ äëèíó.

Ââåäåííûå ïîíÿòèÿ ñðåäè ïðî÷åãî ïîçâîëÿþò óñòàíîâèòü, ÷òî âûáîð êîí-

ñòàíòû c òàêæå ìîæåò îêàçàòüñÿ ñóùåñòâåííûì. Åñëè X = R è c < �(X),
òî âñå äîñòàòî÷íî äàëåêèå òî÷êè x íå áóäóò ïðàâèëüíûìè. Âìåñòå ñ òåì, åñ-

ëè áû âûïîëíÿëñÿ àíàëîã òåîðåìû 1, òî íåïðàâèëüíûå òî÷êè (ïî êðàéíåé

ìåðå) ñîñòàâëÿëè áû ìíîæåñòâî êîíå÷íîé ëîãàðèôìè÷åñêîé äëèíû. Îäíàêî

ïðè c > �(X) òåîðåìà âîññòàíàâëèâàåòñÿ.

Ïðèìåíÿÿ òàêèå ìàæîðàíòû íà ïëîñêîñòè (è ðÿä äîïîëíèòåëüíûõ ñîîáðà-

æåíèé), ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè öåëàÿ ôóíêöèÿ f ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
1Z

�1

log+ jf(t)j dt

1 + t2
<1;

òî íà ïî÷òè âñåõ ëó÷àõ èç íà÷àëà êîîðäèíàò, à òàêæå íà êàæäîì ëó÷å âíå ìíî-

æåñòâà êîíå÷íîé ëîãàðèôìè÷åñêîé äëèíû â îïðåäåëåíèè èíäèêàòîðà ðîñòà

ìîæíî çàìåíèòü çíàê âåðõíåãî ïðåäåëà íà çíàê ïðåäåëà (ò.å. ïðåäåë ñóùåñòâó-

åò). Îòñþäà ñðåäè ïðî÷åãî ñëåäóåò, ÷òî èíäèêàòîð ïðîèçâåäåíèÿ ðàâåí ñóììå

èíäèêàòîðîâ, åñëè õîòÿ áû îäèí èç ñîìíîæèòåëåé ïðèíàäëåæèò ýòîìó êëàññó

(â îáùåì ñëó÷àå ýòî íå òàê).
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Let X = fX; dg be a complete separable metric space and let � be a

nonnegative regular borel measure on X such that �(X) <1. Let ' = '(t)

be a strictly increasing to in�nity continuous real function on the semiaxis

[0;1), for which '(0) = 0. Assume B(a; t)
def
= fx 2 X j d(x; a) < tg.

There exist the results called a Cartan lemma and in which is estimated

a massiveness of such sets x 2 X where the condition

�(B(x; t)) < '(t) for all t > 0;

is not ful�lled.

We give one of the delivered appeared while studing of Levin's lectures

in Moscow in 1970. Also we give applications to some problems of the �nite-

dimensional and in�nite-dimensional analysis. The peculiarity of our ap-

proach is: such parameters as that dimension do not appear in the initial

estimates (at least explicitly).

Generally, the article is a review, however some of the given results have

not been published yet.

Key words: Cartan's lemma, metric space, measure.
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